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A differencialoperator vektor és skalarinvariansai

Az, hogy az f: R — R"leképezés differencidlhaté az értelmezési tartomédnyédnak egy u pontjaban,
definicié6 szerint azt jelenti, hogy

. [flz) = flu) — Az —u)
J1lim =0
2 lz — ull
Ittaz A : R® — R" linedris leképezés nem mads, mint a differencial operator, azaz df(u). Természetesen A
koordintatafiiggetlen, bar egy B bazis valasztasaval A-t matrixként tudjuk reprezentalni. Ertelmes ekkor a
det(A)-t és a tr(A)-t (azaz a trace A-t) tekinteni, amik invaridns, azaz koordinatafiiggetlen, csak az A-t6l

fiigg? skaldrmenyiségek. Ezek a Szernderd bdzisban a J Jacobi-maértix determinédnsa és f?4atl6jdnak Osszege.
Konkrétan:

. ‘ n 8 I
div f(u) = tr 3 (u) = 3 ,)*f ~Vf
or;

Ha B ortonormalt és csak ortonormalt baziskora szoritkozunk, akkor értelmes az A transzponaltjarol,
szimmetrikus €s antiszimmetrikus részér?] besz€lni. ezen feliil, ha f:R3> — R3 fiiggvény, akkor az
antiszimmertikus rész vektoridlis szorzat formdjdban is el?4ll, azaz

%rot f(u) x = (df(u))asz = (V x f)(u)z

-

ahol az els? tényez? a vektorinvaridns, ennek kétszerese a roticio.

Integraltranszformacios (-redukcios) tételek

Alapséma: a Newton--Leibniz-formula. Adott az M sokasag és a sokasdg oM pereme. Azv: M — M
folytonosan differencidlhaté fliggvény

integralja a hataron = a derivalt integralja a peremen
v= [ v

AOM M

A kérdés, hogy mi a derivalt.
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(1. gradiens tétel) ha M gorbe, akkor oM két pont és df = grad f,
(Stokes-tétel) ha M feliilet, akkor oM gorbe és dv = rot v,
(Gauss--Osztrogradszkij-tétel) ha M térrész, akkor oM feliilet és dv = div v

Stokes-tétel

/vdr=/vdF
k' F

1.
Y+ 2 sint
viz,y,2) = |z+ 2| r(t)= | cost
T+y 1
(irdny: t novekedése)
2.
2y? + 2zy
viz,y,2)= | =%+ yx

—~

(1,0,0),(2,0,0),(1,1,0) hiromszdg pozitivan ir.

(irdny: t novekedése)

3.
2:1?3/3
v(z,y,2) = | 32%y?
| 323
. ,
r(t)=|1—t
0 ) telo,1]
(irdny: t novekedése)
Gauss-tétel
/vdF = /divvd\"
av v
1.
v(r) =rfrf’

Integraltranszformacios (-redukciés) tételek
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F az els? térnyolcad és az O kdzépponttd R sugard gombtest metszetének a feliilete.

div(v®) = div(v)® + v.grad®

divr = dim, grad [r|" = alr|'a - 2)r o >2

2.
(r) = v — (k)
vVir) =r — —(KrI .
e[ v(0) =0
F: R sugard, z tengely?, +H. -H magassdgban 1év? alap és fed?lapt henger.
3.

v(z,y,z2) = | zy
Yz
F: Egységsugart fels? félgombfeliilet.

) I e G 1 O
poldrkoordindta: térfogattényez?: r sin z =rsinfcosd,y = rsinfsing, 2 =rcost
Tovabbi feladatok

1. v(x,y,z) = y?i + 2%j + x%k, gorbe: A(a,0,0), B(0,a,0), C(0,0,a), alkotta haromszog, a>0 ilyen koriiljardssal.
Vonalintegral.

2. v(x,y,z) = 2(x% + y2)i + (x+ y)?j, gorbe: A(1,1,0), B(2,2,0), C(1,3,0), alkotta hdromszégvonal, ilyen
koriiljarassal. Vonalintegral.

3. v(r) =r és a z tengely?, +-H magassagu, R sugarui henger feliilete. Feliileti integral.

4. v(x,y,z) = x*i + y3j + 2’k és az R sugart orig6 kp-u gémbfelszin. Feliileti integral.

Gauss-tétel
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