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Komplex integral

A komplex integrdlds egy bizonyos pontig szoros parhuzamot mutat az R2-re vonatkozé integraltételekkel.
Azonban Goursat eredményét figyelembe véve kideriil, hogy a nyilt halmazon értelmezett komplex
differencialhat6 fiiggvények egyetéen differencidlhat6sagi osztalyt alkotnak (a valdsokkal szemben), éspedig
az analitikust, amit ezesetben regularisnak neveznek.

Definici6 szerint, ha f: D — C egy nyilt tartomanyon értelmezett fliggvény és :[a,b] — C folytonosan
differencialhat6 gorbe, akkor a fintegraljaa mentén:

;f(:gi) - Az — J f(z)d=
n — 0o

Yz, el VL;,' € Az;
‘Al,’| — 0

Fontos, hogy a fenti definiciéban az f(z) Az egy komplex szorzat.
Persze itt olyan fogalmakkal dolgozunk, amelyeket nyugodtan 4tfogalmazhatunk egy vonalintegral pérr4, a

kovetkez?képpen. Tekintsiik az f=u + v i fliggvényt és a dz = dx + i dy szimbd6lumot. Ekkort fdz komplex
formadlis szorzét elvégezve kapjuk, hogy:

/f(:)d: = /U.d.l‘—'l’dy+i/‘lldy+‘l‘d;l‘ .
T r

r

= /(u, —v)dr +1 /(z',u) dr
r

T
Integral kiszamitasa paraméteresen

A vonalintegdl kiszdmitdsdra vonatkozé formula komplex véltozata az lesz, hogy:

b

/f(ﬂ:)d: - /f(:(t)j)-;’(t)dt
r t

=a

Itt z(t)= (t). De igy ritkan szamolunk komplex integralt.
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1. Feladat. r>0

b) lzl=r
Mo.
x
/ 3:2dz = /362”2'.6“ dt =
|2|=1, Re(2)>0 =0

hiszen a paraméterezés z(t)=e'', t [0, ]. Egy vektorérték? valds valtozos fiiggvényt komponensenként
integralunk:

™ ™

= / 3ie* dt = / 3i(cos(3t) + isin(3t))dt =
=0 _ t=0 _
= 31 / cos(3t)dt — 3 / sin(3t) dt = cos(37) — cos(0) = —2
t=0 t=0

2. Mo. Szerencsére a komplex analizisben van is van Newton--Leibniz formula:
F(z)=2* F(-1)—F1)=—-1—-1=-2

b)

2

2
1 1 :
/ —dz = ——iretdt =1 / dt = 271
2 rett
t—0

|zj=r t=0

A

Newton--Leibniz-tétel
R? vektorfiiggvényeinek integrildsa konnyen elvégezhet?, ha feltessziik hogy az integrandusnak van
potencialja. Ekkor az els? gradiens tételre kell hivatkoznunk. Komplex esetben ez az 6sszefiiggés a valds

N--L-formula alakjat olti.

Tétel (Newton--Leibniz) Ha f: D — C folytonos a D nyilt halmazon és 1étezik primitiv fiiggvénye, akkor
minden a D-ben haladé [a,b] — C gorére:

/ f(2)dz = F(x(b)) — F(:(a))
r

Integral kiszdmitasa paraméteresen
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ahol kezd? és végpontja z(a) és z(b).
2. Feladat. Igazoljuk a N--L-tételt!.

Mo. Tegyiik fel, hogy F'=f és legyen F = ( , ), f=(u,v). Ekkor F derivaltja azonosithaté a ( , )

vektorfiiggvény Jacobi-matrixdval, ami a feltevés szerint folytonos és egyenl? f=(u,v) métrixalakjaval.

& 11 — g
3@ _ v v grad &
voou grad U
Mindkét komponensre felirhatjuk tehat az els? gadiens tételt, és kapjuk:

/f /(u _U)d"“’/(v,-u)dr:

T
= /grad<I>d‘r+'i/gracl\lfdr:<I>(‘2_) O(1)+i(P(2)—W(1)) = F(2)
r r

3. Feladat.

[IETE

a)| |=1 '
]{ ld: =7
b) lz[=1 i

”| —
2|l=

hiszen F(z)=-1/z-vel F'=f.

e

b)

» = In(e?™) — In(e”) = 2mi

()I#—

—F(1)

ahol In 1-et kétféleképpen, egyfel?l az els?, masfel?] a masodik Riemann-levélen szamoltuk ki. A logaritmus

Riemann-feliiletén a logaritmus ugyanis mar egyérték?.
4. Feladat Legyen n  Z, r>0. Mennyi:
/ 2"dz
|z|=r

Newton--Leibniz-tétel
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Mo.™ # —1 -re 1étezik primitivfiiggvény, ezért

/:"d:: 0 han # —1

27t han=—1

|z|=r
Cauchy-tétel

A sikon a Stokes- és a Gauss-tétel koziil elegend? csak az egyiket ismerniink, mert igazolhat6, hogy az egyik
tétel tfogalmazhat6 a masikba (lasd Serény Gyorgy: Formadlis és személetes vektoranalizis). A rotacio és a
divergencia ugyan kiilonboznek egymastél, de szintén igazolhatd, hogy bizonyos értelemben egymassal
azonosithat6ak.

Legyen f regularis az egyszeresen Osszefiigg? U tartomdnyon és legyen tetsz?leges egyszer?, zart gérbe D
U hatdra. Irjuk fel a Stokes-tételt!

ff(:)ch = j{('u,—z')dr + -i-]{(v,u)dr = *

r r

ou Od(—v) Ou Ov

o =0) = 50 = 5 =y + g =0
(o, dl‘ Ju B
T0 y dl
]‘éOanLZdeF:O
D

A meglep?, hogy a Goursat-tétel miatt ez a tétel akkor is igaz, ha f-r?1 nem tessziik fel azt, amit a
Stokes-tétel, azaz hogy folytonosan differencialhaté.

5. Feladat. Legyen {:C — C mindenhol reguldris kivéve az x,=0 pontban. Igazoljuk, hogy ekkor

/ fdz= / fdz

|z|=2010 |=5m

|* = 3010

Cauchy-tipusu integralok

Reguléris f-re és egyszer? gorbére:

! 2
f':n:l(»:O) = )n % ( . f(:))n—i—l d':‘ LA 40 [01 +90)

6. Feladat.

Cauchy-tétel 4
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22— 1
—  dz="?
22 — 2z

(a) |z—3i|=2
ch 2

dz =7

(b) lz[=1

() 1#1=2

/ 2:—1(1__ / 22—-1
22— 92 (z—2i)

|z—3i|=2 |2—3i|=2

Mo. (a)

a 0 kiviil esik a koron, ezért a koron beliil az f(z) = 2z-1/z reguldris, ezért az integralt el?4llitja a 2 if(z,), ahol

7,=2i
2z—1 .
. 22 —1 i —1 )
= / —= —dz =2mi z =27 — =4wi — 7
2 —2i 2|9 21
|z—3i|=2 B
(b)
ch z 2mi i
S (4)
—dz= ——ch"(0) = —
/ 2° 4! (0) 12
|z]=1
(©
sin 2 sinz sinz
5 “' d:’ — / z—1 : d:’ + / z+1 -dz
2441 241 2 —1
|2|=2 |z+i|=1/2 |z—i|=1/2
sin(—1 sinfz L 1
= 27r'z.(—,) + 27r'z—(_) = 2misini = w(e + —)
—28 21 €

Cauchy-tipusu integralok 5
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