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Folytonossag és hatarérték

Definici6. Azt mondjuk, hogy az f: R —— R fiiggvény folytonos az x  Dom(f) pontban, ha

¥z > 030 > 0 f(Bs(u)) € B(f(u))

jelben: f = C':H:'

Ehhez rendkiviil hasonl6 fogalom a hat4rérték, de azt nem Dom(f) pontjaiban vizsgéljuk, hanem ehhez kozeli
pontokban, Dom(f) torl6ddsi pontjaiban. Arra van ugyanis sziikségiink, hogy matematikailag meg tudjuk
fogalmazni a "http://wiki.math.bme.huké6zeli"http://wiki.math.bme.hu fogalmat.

Néhany topologikus fogalom
Ha H R val6s szamhalmaz, akkor az u R pontot az H
¢ torlédasi pontjanak nevezziik, ha
Yr >0 (B.(u)\ {u}p)n H#0
(ill. ekvivalens mddon: (Br(u)\{u}) H végtelen) jelben: U cH ! .

i
® izol4lt pontjanak nevezziik, ha U € H cde U ¢ H )
¢ bels? pontjanak nevezzik, ha

Hr >0B.(u)C H

jelben: U € int H

! —
® hatarpontjanak nevezziik, ha U € H ¢sue H

A folytonossag definici6jabol kovetkezik, hogy 1. a polinomok folytonosak, 2. izolalt pontban a fiiggvények
folytonosak.

Tartalomjegyzék 1


http://wiki.math.bme.hu#Folytonoss.C3.A1g_.C3.A9s_hat.C3.A1r.C3.A9rt.C3.A9k
http://wiki.math.bme.hu#Folytonoss.C3.A1g_.C3.A9s_hat.C3.A1r.C3.A9rt.C3.A9k
http://wiki.math.bme.hu#N.C3.A9h.C3.A1ny_topologikus_fogalom
http://wiki.math.bme.hu#N.C3.A9h.C3.A1ny_topologikus_fogalom
http://wiki.math.bme.hu#N.C3.A9h.C3.A1ny_topologikus_fogalom
http://wiki.math.bme.hu#P.C3.A9lda
http://wiki.math.bme.hu#Hat.C3.A1r.C3.A9rt.C3.A9k
http://wiki.math.bme.hu#Szakad.C3.A1s
http://wiki.math.bme.hu#P.C3.A9lda_2
http://wiki.math.bme.hu#P.C3.A9lda_2
http://wiki.math.bme.hu#Nevezetes_hat.C3.A1r.C3.A9rt.C3.A9kek
http://wiki.math.bme.hu#P.C3.A9ld.C3.A1k
http://wiki.math.bme.hu#Differenci.C3.A1lhat.C3.B3s.C3.A1g

Pontbeli_hatarérték,_folytonossag

Példa
1. a) Mik az izolalt, torlédasi, bels? pontjai?
{1} U[2,3)
1. b) Folytonos-e az inverze?
—22—1, ha 2<0
flx) = 0, ha z =
2241, ha >0
(f(x) =sgn(z) - (2% 4 1),
Hatarérték
Definici6. Legyen f: R —~— R fiiggvény, u Dom(f)' ésA u R.Ekkor

Jlim f = A & Ye>030 >0 f(Bs(u) \ {u}) C B.(A)

so2 0 2

f:R>O= R uecDom(f)

Legyen , ekkor a kovetkez?k ekvivalensek egymassal:
L fe Clu)
2 € Dom(f) o 2 limf= f(uj'

" vagy u izoldlt pontja Dom(f)-nek, vagy L

R IR I e b b b I b db b I b b i

khkhkhkhkhkhkkhkkhkh ki Kk khkhkkkhkx * Dom(f)v
* iz * 1im, C * *

* Ak Kk hkkhkkhkAhkkhkhhkkhkkkkkx
*khkhkkhkhkkkkkkkkkkkkkk

Dom (f)

Tétel B. -- Véges helyen véges hatarérték? fliggvény folytonossa tehet?, megsziintethet? szakadas -- Legyen

f:RD>=+R uecRMNDom(f)

és A véges (R-beli) szam. Ekkor a kovetkez?k ekvivalensek.

l.Ellitlenf = A

2. létezik [:Dom(f)fu} =R FeClu) hogy
f|D|:|m(f]""..{u} = f|Dn:-mlff'fl"-..{u} és f{u:l = A

Szakadas

A folytonossiag Heine-féle jellemzése: Az £ R —— R fiiggvény folytonos az értelmezési tartomdnya egy u
pontjiban, ha

Z+
(Y(x,) € Dom(f)® )z, = u = flz,) — flu)
Ebb?1 kapjuk azt a rendkiviil hasznos eszkozt, amellyel a nem-folytonossagot jellemezni tudjuk:
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Pontbeli nem-folytonossag jellemzése. Az f: R —— R fiiggvény nem folytonos az értelmezési tartoménya
egy u pontjaban, ha

. z+ . .
létezik olyan (zn) € Dom(f) sorozat, hogy bar Tn — U de f(xn) A f (u').

Definicis. / : R >+ R ue RN Dom( f)’
vagy u E DDm[f]I vagy f E CI:H:I

Példa

. Azt mondjuk, hogy f-nek szakaddsa van u-ban, ha

2. sgn nem folytonos 0-ban,

1 1 1 1
lim - =400 Alim—, lim — = +4oc lim — = —oc

3, z—0 12 T es0x 20+ T Jo—0— I

1
Alim sin (—) :

4. r—0 T

1
lim x - sin (—) .
5. r—+0 T

Nevezetes hatarértékek

B

. osin(z)
lim =]
r—0 T
e -1
lim =1
r—0 T
o In(1 + z)
lim —— =
r—0 T
. 1 —cosx
lim — =
r—0 T

N | — =

-~

lim arctgzx =
T—+00

B |

Példak

. sin(4x)
lim ——— =7
x—0 sin(3x)

2arctgr +

I
oo 2arc tg 3z + 37
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Differencialhatosag
Legyen fvalos-valos fiiggvény, u  Dom(f) Dom(f)'. Az f fiiggvény differencidlhat6 az u pontban, ha
1. Definicié -- 1étezik olyan : Dom(f) — R fiiggvény és olyan m R szdm, hogy:
1. minden x Dom(f)-re
Jx) = flu) + m(x - u) + ()(x - u) s
2. (u)=0¢és az u-ban folytonos.

Ebben az esetben az f fiiggvény u-beli derivaltja m és jele f'(u)

2. Definici6 -- 1étezik és véges a kovetkez? hatarérték:

lim —f(il?) — S (%)

r—u o — U
Ekkor f'(#) maga a fenti hatarérték.

A két definici6 ekvivalens, amit a kovetkez? egyenl?séggel lehet igazolni:

flz)—flu) y o ,
= A, ha z#u
fl_1,'—{‘l,u,| o “4’

e(z) =

lim ha z=u

r—u
ahol A az m-et jeldli, ha 1)-et tudjuk €s 2)-t igazoljuk €s lim, — | (f(x)-f(u)/(x-u))-t, ha forditott a helyzet.

Vildgos, hogy a (*) hatarérték egy gy nevezett hatdrozatlan kifejezés, hisz mindig 0/0 alakd. Ez a a szel?k
meredekségének hatarértéke,

Az els? definicid is szemléletes. Itt arrdl van sz6, hogy a fliggvény felirhat u koriil egy linedrisan elt’n? és
egy magasabb rendben elt?n? tag 6sszegeként:

((z) = flu ) +m(z — u) a linedris és ‘E(I.)(I —u) a nemlinedris

T

Példa. Igazoljuk, hogy
f( 'l') _ €“sin T
differencialhat6 a 0-ban és derivéltja 1.
Megoldds. Definici6 szerint igazoljuk, azaz a pontbeli derivalt (*) képletével. Legyen x=0. Ekkor

esinz __ CsmO esinz esinz _ 1 o

xr—0 T sinz  sinz

Ha most x — 0, akkor az utolsé egyenl?ség utdn az els? tényez? és a masodik tényez? is az 1-hez tart,
minthogy ezek nevezetes hatarértékek.
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Példa. Igazoljuk, hogy

1—cos z
e —=% —gsinz, ha z#0
f(l) { 0, ha z=0

differencialhaté a 0-ban és derivéltja 1/4.

Megoldds. Definici6 szerint igazoljuk, azaz a pontbeli derivalt (*) képletével. Legyen x#0. Ekkor
l—cosz 1 1

T 4 4

xz—0 72 T

sinxz — 0 1 —coszx sinz

Ha most x — 0, akkor az utolsé egyenl?ség utdn az els? tényez? és a masodik tag, mint nevezetes hatarérték
az 1/2-hez tart, mig a masodik tag az 1/4-hez. Emiatt a hatarérték 1/4.
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