Szerkeszt?:Mozo/A1_bizonyitasok

Minden tételnek, csak egy bizonyitdsdt kell megtanulni. A benne szerepl? fogalmak definiciojdt ki kell
tudni mondani, tovdbbd példdkkal kell tudni illusztrdlni, hogy az adott fogalomra van példa illetve
ellenpélda. Ha valaki mdsmilyen bizonyitdst szeretne elmondani, annak a kovetkez?khoz kell tartania
magadt:

1. minden felhaszndlt tételt pontosan ki kell tudni mondani,

2. igazolni kell, hogy a felhaszndlt tétel feltételei az adott szitudcioban valéban fenndllnak,

3. pontosan meg kell tudni mondani, hogy a felhaszndlt tételt az adott koriilmények kozott
milyen szereposztdsban szdandékozunk alkalmazni.

A QED azt jelenti, hogy ott vége a bizonyitasnak.
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Bolzano?Weierstrass-tétel

Ebben a tételben a Bolzano?Weierstrass-tételt fogjuk bizonyitani. Két bizonyitdst adunk, de elég csak
az egyiket elmondani, azaz vagy a Heine?Boreleset vagy a csticselemeset. Néhdny tételt kés?bb a
Heine?Borel-tételre fogjuk alapozni.

Heine?Borel-tétellel

Definicio Az U R halmaz nyilt, ha minden u U esetén van olyan >0, hogy az (u- , u+ ) nyilt
intervallum benne van U-ban.

Definicié6 Azt mondjuk, hogy a K R halmaz kompakt, ha minden olyan esetben, amikor nyilt halmazok
unidja lefedi, akkor ezek koziil kivalaszthaté mar véges sok nyilt halmaz is, melyeknek unidja még mindig
lefedi (roviden: minden nyilt lefedéséb?l kivalaszthaté véges részlefedés).

Példa. Az

{l |ne Z*} u {0}

n

halmaz kompakt, mert ha lefedi nyilt halmazok egy H halmaza, akkor mér a 0-t is lefedi egy U  H nyilt
halmaz, azaz van olyan (- ,+ ) U nyilt intervallum, mely lefedi a O-t. De minthogy (1/n) a 0-hoz
konvergil, ezért az (- ,+ )-intervallumon kiviil csak véges sok tagja van. Emiatt ha vesziink az ezen kiviili
véges sok tagot lefed? véges sok H-beli nyilt halmazt és hozzavessziik U-t, akkor ezek mar lefedik a halmazt.
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Példa. A természetes szamok halmaza nem kompakt, mert van olyan nyilt lefedése, melyb?1 biztosan nem
valaszthato ki véges részlefedés. Ha ugyanis az n természetes szdmokat lefedjiik az (n-1/2,n+1/2) nyilt
intervallumokkal, akkor ennek egyik véges része se fogja az dsszes természetes szamot lefedni.

Tétel ? Heine ?Borel-tétel ? Minden zart €s korlatos intervallum kompakt.

Bizonyitds. A Cantor-féle kozosrésztételt fogjuk alkalmazni. Intervallumfelezéses eljdrassal fogunk definidlni
egymasba skatulyazott intervallumok egy sorozatat, melyek hossza a 0-hoz tart.

Legyen az intervallum [a,b]. Legyen egy nyilt lefedése a H halmazrendszer.

Indirekten latjuk be: tegyiik fel, hogy [a,b]-nek nincs véges részlefedése. Osszuk [a,b]-t két egyenl? részre, az
[a,c] és a [c,b] zart intervallumokra. Ekkor vagy az [a,b]
"http://wiki.math.bme.hubaloldali"http://wiki.math.bme.hu fele, vagy a
"http://wiki.math.bme.hujobboldali"http://wiki.math.bme.hu fele olyan, hogy nincs véges részlefedése,
ugyanis, ha mindkett?nek lenne, akkor az [a,b]-nek is lenne. Vélasszunk ki a két félb?l most egy olyat,
melynek nincs véges részlefedése. Osszuk ezt is két egyenl? részre. Az egyik félnek nincs véges részlefedése,
... folytassuk ezt az eljarast a végtelenségig. Ekkor kapunk egy olyan intervallumsorozatot, melynek
kovetkez? eleme mindig része a megel?z?nek (I, 1) €s a hosszuk a feledés miatt a 0-hoz tart Ekkor a
Cantor-tétel miatt 1étezik a sorozatnak egyetlen k6zos eleme. Legyen ez u. u-t lefedi egy U H nyilt halmaz,
igy egy (u- ,u+ ) U nyilt intervallum is. De mivel az intervallumok hossza a 0-hoz tart, ezért van olyan n,

hogy

[, hossza. <

|

Ezt viszont benne van (u- ,u+ )-ben, mert u benne van I -ben is. Azaz I -nak U véges (egyetlen elemb?l
allo) részlefedése. De ez ellentmondas, mert (I ) konstrukcidja szerint egyetlen tagjanak sincs véges
részlefedése. QED

Tétel ? Bolzano?Weierstrass-tétel ? Minden korlatos sorozatnak van konvergens részsorozata.

Bizonyitds. 1. E1?szor beldtjuk, hogy a sorozatnak van s?r?sddési pontja. Legyen (a,) korldtos sorozat. Ekkor
van olyan K szdm, hogy minden n-re a, [-K, K]. A [-K, K] korldtos €s zart intervallumra fogjuk alkalmazni
a Heine?Borel-tételt. Tegyiik fel, hogy (a )-nek nincs s?r?sddési pontja. Ekkor egyik u  [-K, K] sem
s2r?s6dési pont, azaz az u-hoz taldlhat6 olyan > 0 szdm, hogy az u koriili B=u (¥) = (u- u+ )
intervallumban csak véges sok tagja van a sorozatnak. Az

{B..(u) |u € [-K, +K]}
halmazrendszer nyilt lefedése [-K, K]-nak, tehit a Heine?Borel-tétel értelmében van véges részlefedése. De,
ekkor azt kaptuk, hogy a véges sok olyan halmazzal lehet lefedni a teljes (a,)-t, melyekben egyenként is csak

véges sok tagja van (a )-nak. Ez ellentmondds, mert ebb?] az kovetkezne, hogy (a )-nek csak véges sok
indexe van, ami nem igaz, mert (a,) végtelen sorozat.

II. Mésodszor kivélasztjuk az igy adott s?r?sddési ponthoz konvergéld sorozatot. Legyen , = 1/ k. Ekkor
minden k-ra:

étezik 1> k, hogy @ € (U — Ok, U + Ox)

Természetes szdmok egy nem iires halmazdban van legkisebb elem, igy legyen minden k-ra
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ng :=min{l | @, € (v — &, u+ &)}
Ekkor az
(an, )
sorozat az u-hoz tart, mert minden k-ra
|y, —u| < é, — 0
QED
Cstcselemmel

El?szor beldtjuk, hogy minden sorozatbol kivdlaszthato monoton részsorozat, majd beldtjuk, hogy
monoton-korldtos sorozat konvergens.

Definici6. Azt mondjuk, hogy az (n,) indexsorozat, ha természetes szimokbdl 4ll és szigortian monoton
novekv?.

Példa. A (pozitiv) primszdmok nagysag szerint sorba téve indexsorozatot alkotnak, mig az
ng =1+ k((—1)"+1)
sorozat nem.
Definici6. Ha (a,) sorozat és (n,) indexsorozat, akkor azt mondjuk, hogy a
A‘ = a’ﬂk
osszetett fliggvény az (a,) sorozatnak az (n,) indexsorozat dltal kivalasztott részsorozata.
Tétel ? Minden sorozatbél kivalaszthaté monoton részsorozat.
Bizonyitds. Legyen (a,) a sorozat. Azt mondjuk, hogy az n-edik tag csiicselem, ha
minden k > n-ra a, > a,.

Esetszétvalasztassal folytatjuk: vagy véges sok csicselem van, vagy végtelen sok. Mindkét esetben belatjuk a
kivént sorozat 1étezését.

1. Tegyiik fel, hogy végtelen sok csticselem van. Ekkor minden k-ra
létezik 1>k, hogy q, cstcselem.

Természetes szamok egy nemiires halmazaban van legkisebb elem, igy legyen minden k-ra
ny = min{l > k | a; csticselem } # ()

Ekkor
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(@n,)

monoton csokken, mert vagy kovetkez? csucselem valasztédik, és akkor csokken, vagy sajat maga és akkor
nem n?. (Megjegyezziik, hogy ha sorba allitanank a csticselemeket indexek szerint, akkor egy szigordan
monoton csokken? sorozat jonne létre; fent most nem teljesen ezt tettiik.)

2. Tegyiik fel, hogy véges sok csicselem van. Ekkor l1étezik egy legnagyobb index? (a'”'? ) csdcselem.
Minden k>0-ra n, + k mar nem csticselem, igy a cstcselem definicidjét tagadva:

minden k-ra 1étezik 1 > n + k, hogy Ano+k < Q )

Rekurzivan definidlunk egy monoton novekv? sorozatot. Legyen
n, =ng+ 1

Ha mar definidlt az n,, akkor tudjuk, ez nem cstcselem, igy legyen
Mgy = min{l > ng | a,, < @ } QED.

Keérdés. Miért kell foltenniink az indexsorozat definiciéjdban, hogy az szigordan monoton noveked? sorozat?
Ugyanazt a fogalmat kapnink-e, ha csak azt tennénk fel, hogy 1) monoton n?, 2) végtelenbe tart?

Tétel ? Korlatos, monoton sorozat konvergens.

Bizonyitds. El€g belatnunk, hogy korldtos, monoton novekv? (a ) sorozat konvergens, mert monoton
csokken? sorozat esetén a (-a,) sorozatra alkalmazva ezt az dllitast, kapjuk, hogy (a,) is konvergens.

Tegyiik fel, hogy (a ) monoton novekv? sorozat. Ekkor az értékkészlete korlatos, tehat a fels ?hatdr-axioma
miatt van legkisebb fels? korl4tja:

s:=supRan (a,) € R

Definici6 szerint beldtjuk, hogy a sorozat konvergens és ehhez a szdmhoz tart. Legyen > 0. Ekkor s - maér
nem fels? korlét, bar s még az, azaz 1étezik N, hogy

s—e<ay<s
de mivel a sorozat monoton novekv?, azért minden n > N-re
an S Qn

igy minden n > N-re

)

s—e<a, <8
smivel tetsz?leges volt, azért a sorozat konvergdl az s-hez. QED
Feladat. Igazolja, hogy ha (a,) feliilr?l nem korlatos, akkor van végtelenbe tart6 részsorozata! (Pontosan

adjon meg egy eljdrast, mely egy ilyen részsorozat k-adik tagjit produkélja és 1dssa be réla, hogy valéban
végtelenbe tartd sorozatrdl van sz4.)
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Feladat. Mi a fliggvényhatarértékre vonatkozé atviteli elv ("http://wiki.math.bme.husorozatokkal
megfogalmazott vagy Heine-féle fiiggvényhatarérték definicié"http://wiki.math.bme.hu)? Szamitsa ki az
alabbi hatarérték értékét (ha van)! Hol haszndljuk a szamitds kdzben a L'Hospital szabalyt?

oont mn!
lim — - arctg—
n—ooc 7. n"t

Feladat

1 n
lim sup (—1 + —) =7
neZ+ T

Heine tétele

Definicio ? Egyenletesen folytonosnak mondunk egy f: H — R fiiggvényta H R halmazon, ha:
Y2>0 F6>0 Yr,ye H |z—y|<d=|f(z)—fly)|<e

Tétel ? Heine-tétel ? Korlatos és zart intervallumon értelmezett folytonos fiiggvény egyenletesen folytonos.

Bizonyitds. A Heine?Borel-tételt fogjuk hasznélni. Legyen f: [a,b] — R korlatos és zart intervallumon

értelmezett folytonos fliggvény. Megadunk [a,b]-nek egy nyilt lefedését. Legyen > 0. Ekkor a pontbeli
folytonosség definicidja szerint minden egyes u  [a,b] ponthoz Iétezik olyan | > 0 pozitiv szam, hogy:

f(Bs,(u)) € B:(f(u))
azaz minden x-re, halx -ul<  akkor | f(x)-f(u) | < /2. Legyen tehat :

H — {Ba, (u) | u € [a,b]}

egy nyilt lefedése [a,b]-nek. A Heine?Borel-tétel szerint 1étezik véges eleme is, melyek még mindig lefedik
[a,b]-t, azaz van V  [a,b] véges ponthalmaz, hogy

K ={Bsu(u)|uecV}

A véges sok /2 koziil valasszuk a minimalisat:

Oy .
0 :==min{— |ue V}

Minden x,y H-ra, ha Ix-yl < , akkor egyfel?]l az x benne van egy u  V koézéppontid K-beli intervalumban,
masrészt:

Ou

ly—ul<|y—z[+|r—u[<d+

Ezért a folytonossdg miatt:

Heine tétele
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[f(z) = F)l < [f(z) = flu)| + | f(uw) = Fly)[ < 5 +

I

B ™

(VAL

QED

Egyenletes folytonossdgra bizonyos esetekben kovetkeztethetiink nem csak zart és korldtos esetben is.
Korlatos derivalt

Ha az fintervallumon értelmezett differencidlhat6 fiiggvény korldtos derivélttal rendelkezik, akkor a

Lagrange-féle kozépértéktétel miatt f egyenletesen folytonos az értelmezési tartomanyan. Ugyanis legyen K
olyan pozitiv szdm, hogy minden x Dom(f)-re:

|f(z)| < K
Ha >06és := /K, akkor mindenx,y Dom(f)-re, halx-yl< |, létezik azx és az y kozott, hogy azzal:
|f(z) = f@)l=1f (] |z—y|<K-d=¢
Példa. Az
1

egyenletesen folytonos az [1,+ ) halmazon.

Ugyanis, itt korlatos a derivéltja:

() -
z) 22

Ezérthax [1,+ ), akkor

1
2

1
) -2

=<1
x

Folytonosan kiterjeszthet? fiiggvény
Ha I korlatos, nyilt intervallum és az f I-n folytonos fiiggvénynek létezik véges hatarértéke az I
végpontjaiban, akkor vildgos, hogy az I lezartja mar korlatos €s zart és az f folytonos kiterjesztésére
alkalmazhat6 a Heine tétele, amib?l kovetkezik, hogy f is fiiggvény egyenletesen folytonos (hiszen ugyanaz a
delta j6 lesz az f-hez is, mint a kiterjesztéséhez).
Példa. A (0,1)-en értelmezett

flz) =Vz
egyenletesen folytonos a (0,1) intervallumon.

Ugyanis, f folytonosan kiterjed a [0,1] zartra.

Korlatos derivalt 6
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Ennél a példanal a korlatos derivaltra nem is hivatkozhattunk volna, mert

nem is korlatos (0,1)-en.

Megjegyezziik, hogy ez az allitds akkor is érvényben marad, ha azt tessziik fel, hogy I akdrmilyen
intervallum, f folytonos és az értelmezési tartomdnya hatdrpontjaiban 1étezik és véges a hatarértéke.

Tovabba bizonyos értelemben ennek az allitdsnak a megforditdsa is igaz. Ha f egyenletesen folytonos, akkor
folytonosan (s?t egyenletesen folytonosan) kiterjeszthet? az I lezartjara.

Feladat. Igazolja, hogy az f I:I] = sin( \;/';) fliggvény egyenletesen folytonos a teljes R-en! (korlatos
derivalt és Heine) Derivalhat6-e f a nulldban? (nem)

Bolzano-tétel

Tétel ? Bolzano-tétel ? Intervallumon értelmezett, negativ €s pozitiv értékeket is felvev? folytonos
fiiggvénynek van zérushelye.

Bizonyitds. A Heine-tételt alkalmazzuk. Az 4ltaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehet?, hogy a tételbeli f
folytonos fiiggvény egy [a,b] intervallum a pontjdban negativ, a b pontjaban pozitiv. (Ellenkez? esetben
alkalmazzuk a -f fiiggvényre.)

El?szor is ramutatunk a majdani zérushelyre (majd belatjuk, hogy ez valoban zérushely). f(a) negativ, ezért
vegylik a legtdvolabbi lehetséges hatdrit annak a halmaznak, ahol f negativ lehet:

rg = sup{z € [a,b] | f(z) < 0}
(éppenséggel vehettiik volna a legkordbbi pontot ahol f mar pozitiv lehet, az inf{ x [a,b] | f(x)>0 }), hiszen
reménykediink abban, hogy egy utolsé negativ tartomany utdn a fiiggvény a folytonossag miatt
"http://wiki.math.bme.hufelbukkan"http://wiki.math.bme.hu és dtmetszi az x tengelyt. Belatjuk, hogy minden
pozitiv  szamra If(x)-0l < , ami miatt ekkor f(x,,)=0 lesz.
Legyen >0éslegyen az apozitiv szam, melyet az /2 szdmhoz ad a Heine-tétel (illetve f egyenletes
folytonossédga). Vegyiik [a,b]-nek egy -ndl kisebb finomsagu felosztdsat (mint az integrélndl). x,, a felosztas
egy [c,d] intervallumdban van, és feltehet?, hogy a belsejében, mert ellenkez? esetben finomithatunk gy a
felosztdson, hogy mégis igy dlljon a helyzet.
Ekkor egyrészt

fld) =0

mert ha f(d) <0 lenne, akkor x, nem lenne a H = { x [a,b] | f(x)<0 } halmaz fels? hatéra.

Misrészt biztos van a (c,x,] intervallumban olyan e szam, melyre f(e)< 0, mert x, minden baloldali
kornyezetében van H-beli elem.

Tehat felirhatjuk:

Folytonosan kiterjeszthet? fliggvény 7
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fle) <0< f(d)

s mivel

BN ™

() — f(o)] <
ezért

0< fld) <

oM

vagyis ezt felhaszndlva:

m

+

I

|f(z0)| = |f(zo) — f(d) + f(d)] < |f(zo) — f(d)| +|f(d)| <

N ™

B |

QED
Feladat. Igazoljuk, hogy ha f az I intervallumon értelmezett folytonos fiiggvény, és
ay S a9 S S (7%

véges sok szdm az intervallumbdl, akkor 1étezik olyan la,.a,], hogy

f(é) _ f(a'l) + f((l‘~232+ e T f(a'n,)

Hasznéljuk fel, hogy a Bolzano-tételt még olymdédon is szokds kimondani, hogy
intervallumon értelmezett folytonos fiiggvény két fiiggvényértéke kozott minden értéket folvesz
melyet Darboux-tulajdonsdgnak neveznek. A Bolzano-tétel Iényegében azt mondja ki, hogy az intervallumon
folytonos fiiggvények Darboux-tulajdonsdgiak. Megjegyezziik, hogy a Darboux-tétel pedig azt mondja ki,
hogy az intervallumon differencidlhaté fiiggvények derivaltfiiggvénye Darboux-tulajdonsagu.
Feladat. Igazoljuk, hogy ha f: [a,b] — [a,b] folytonos fiiggvény, akkor létezik olyan [a,b] pont, hogy
f&) =€
(az ilyen pontot az f fixpontjanak nevezziik).

Feladat. Igazoljuk, hogy az f(x) = x> + x — sinx fiiggvénynek pontosan egy zérushelye van! Pozitiv-e
mindenhol a derivéltja? Szigordan monoton ndvekv?-e?

Weierstrass tétele

Tétel ? Weierstrass-féle minimum-maximum-elv ? Korlatos és zart intervallumon értelmezett folytonos
fliggvény felveszi abszolit minimumat és maximumat.

Bizonyitds. A bizonyitas két részb?1 fog dllni. E1?szor belatjuk, hogy minden ilyen fiiggvény korlatos, majd
belatjuk, hogy ekkor a maximum és minimum felvétetik.

Bolzano-tétel 8
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I. Legyen f:[a,b] — R folytonos. A Heine tétele miatt az :=1-hez létezik olyan az egyenletes
folytonossadg definicijdban rogzitett megfelel? tulajdonsaggal. legyen 'egy kicsit kisebb, mint  (mondjuk
legyen ' (0, )rogzitett). Vegyiik az [a,b] egy 'finomsdgu intervallum-felosztdsat (mint az integralnal).
Ekkor minden ilyen I, részintervallumra igaz, hogy példaul ha a, az intervallum bal végpontja, akkor

f([n) C B-:'(f(ﬂ‘ﬂ_))

azaz az intervallum képe az fla,) sugara kornyezetébe esik. Tehat a fiiggvény értékkészlete lefedhet? véges
sok egységsugaru intervallummal. Ez viszont azt jelenti, hogy a fiiggvény korlatos, mert alsé korlétja lesz a
legalsé lefed? intervallum alsé végpontja, és fels? korlatja a legfels? lefed? intervallum fels? végpontja.

IL. Belatjuk, hogy f felveszi maximumat (a minimum felvételét ebb?l ugy latjuk be hogy a most igazolandd

tételt alkalmazzuk a -f fiiggvényre). Indirekt mddon tegyiik fel, hogy f nem veszi fel maximumat, ennek
ellenére a korlatossdga miatt a

S :=sup Ran(f)
véges. Azaz tulajdonképpen azt tessziik fel, hogy
S ¢ Ran(f)

Definidlunk egy [a,b]-n folytonos fiiggvényt.

.. 1 ,_
glz) = S— f(z) (z € |a, b])

A fiiggvény valéban [a,b]-n értelmezett, hiszen a nevez? az indirekt feltevés miatt sehol sem lesz nulla. Ezen
kiviil g folytonos, mert folytonos fiiggvényekb?l a folytonossagot meg?rz? médon lett 6sszetéve. Tehat 1.
miatt korldtos. De a f a sup-hoz végtelen kozel keriil, azaz ebb?] ellentmondast csiholhatunk.

Valoéban, kozelitsiik az S-et a egy fiiggvényérték sorozattal. Ilyen sorozat van, mert ellenkez? esetben S nem

lenne f fels? hatdra (csak korlatja). Van tehat olyan nem feltétleniil konvergens (x,) sorozat, mely elemei
fiiggvényértékeinek sorozata az S-hez tart:

flzn) — S
Ekkor
S—flan) =0
mégpedig a pozitivak fel?1 és éppen ezért
1
S—f@.)

ami ellentmond annak, hogy g korldtos. QED

Feladat. Igazoljuk, hogy ha f: R — R folytonos és létezik a két végtelenben a hatarértéke és

i f =l f = +oo

Weierstrass tétele 9
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akkor f felveszi abszolut minimumat.

A derivalt szakadasai, Darboux-tétel

Intervallumon derivalhat6 fiiggvény derivéltjanak nem lehet megsziintethet? szakadasa. (Ellenben lehet
korlatos masodfajui €s a végtelen masodfaji szakaddsa.)

Allitas. Ha f[a,b] — R folytonos a-ban, differencidlhaté a nyilton és 1étezik a derivalt hatarértéke a-ban és
ez véges szam, akkor f-nek létezik a derivaltja a-ban (€s a derivaltja a lim_ ' szdm).

Bizonyitds. Ez az er?s L'Hospital-tétel kovetkezménye. Tekintsiik a kiilonbségi hanyados fiiggvényt, legyen a
L'H-beli szamlal6 az x + f(x)-f(a), a nevez? az x += x-a. Vilagos, hogy a-ban 0/0 alaku, igy alkalmazhat6
a L'H-szabély. Ekkor

lim M = lim / (Ir) = lim f'(x)

T—a T — a T—a r—a

azaz létezik a pontbeli derivalt és ez a derivalt hatarértéke. QED
Kérdés: hol hasznaltuk fel, hogy az f fiiggvény folytonos?
A derivaltfiiggvénynek nem lehet ugrasa sem:

Tétel ? Darboux-tétel ? Ha f:1 — R differencidlhat6, akkor f' Darboux-tulajdonsagu (két derivaltérték kozott
a derivaltfiiggvény minden értéket folvesz).

Bizonyitds. Legyen [a,b] 1. Az altalanossdg megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy f'(a) < f'(b) és f'(a) < m <
f'(b) valamely tetsz?legesen rogzitett m-re (f'(b) < f'(a) esetén ugyanis a (-f) fiiggvényre teljesiilni fog (-f)'(a)

< (-f)'(b) és ebb?l mar kovetkezik f-re is a tétel). Belatjuk, hogy van olyan (a,b), hogy f'( ) =m.
Transzformaljuk el a fiiggvényt, vonjuk ki bel?le az x +— mx linedrist:

g(z) = f(z) — mx, z € [a,b]
g differenciélhatd, és g'(x) = f'(x) — m, tehét g olyan, hogy tetsz?leges x-re:

Jz)=0 & fl(z)=m
A feladat tehdt, hogy keressiink zérushelyet g'-nek. Ehhez elég, ha taldlunk g értelmezési tartomdnyanak
belsejében széls?értéket, mert akkor a Fermat-féle széls?értéktétel miatt ott a derivalt nulla lesz. [A
Fermat-féle szEéls?érték tétel azt mondja ki, hogy ha egy fiiggvénynek az értelmezési tartomédnya egy bels?
pontjiban széls?értéke van és ott derivdlhatd, akkor a fiiggvény derivaltja ott nulla.] Az [a,b] zarton a
folytonos g a Weierstrass-tétel miatt felveszi a sz€éls?értékeit. Tehat készen vagyunk, amennyiben 1étezik
sz8ls?€érték az (a,b) nyilton. A tovabbiakban ezt bizonyitjuk.
Vizsgéljuk a g-t az a-ban. Mivel a feltevés szerint f'(a)<m, ezért f'(a)-m<0 és

g'la) = fla)—m <0

ezért

A derivalt szakadasai, Darboux-tétel 10
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lim M <0

r—a T —aQ
Ekkor természetesen egy valamely >0-ra minden x (a,a+ )-re

g9(z) — g(a)
Tr—a

<0

és innen
g9(z) < g(a)

vagyis a-ban nem lehet g-nek minimuma.

Ha g(b)-t nézziik, akkor m<f'(b), ezért O<f'(b)-m és
g'b)=[f(b)—m >0

ezért valamely >0 szdmmal hax (b- ,b), akkor x-b < 0 és

i 9(2) —9(b)
r—b xr — b

g(Il)‘%Z(bgo [-(z=b) (<0)

g(z) < g(b)

>0

azaz b-ben sem lehet minimum. Viszont ez azt jelenti, hogy a Weierstrass-tétel dltal garantdlt minimum csak
az (a,b) nyiltban lehet. QED

Feladat. Adjunk példat olyan derivdlhaté fiiggvényre, melynek a derivdltja egy pontban korldtos médon és
olyanra, mely nem korldtos médon szakad.

Feladat. Igazoljuk, hogy ha egy intervallumon differencidlhat6 fliggvény derivaltja sehol sem nulla, akkor a
fliggvény szigordan monoton.

Feladat. Igazoljuk, hogy ha f = R folytonosan differencidlhat6 és derivaltja sehol sem nulla, akkor
invertdlhato és inverzének derivaltja

1
B f;':-'r]',ha;r cl

(f ) (f(x)

Feladat. Adjuk meg az f(x) = sin(x) fiiggvényre az

(= H'(fx)

kifejezést és ebb?] a y=f(x) helyen az inverz derivaltjat!

A derivalt szakadasai, Darboux-tétel 11
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Lagrange-tétel

Tétel Lagrange-féle kozépértéktétel Legyen f: [a,b] — R differencidlhat6 fiiggvény. Ekkor létezik olyan
(a,b), hogy

o
IO 1@ _ g
0— Q@

Ugyanis, Legyen

f(b) — f(a)
b— a

m =

Olyan g differencidlhat6 fiiggvény adunk meg, melynek pontosan olyan x helyen van nulla derivaltja, ahol
f'(x)=m. Transzformaéljuk el az f fiiggvényt az 1(x)=m(x-a) fiiggvénnyel:

g(z) = f(z) — m(z — a) (z € [a,b])

Ez a fiiggvény egyrészt differencidlhatd, mert differencidlhatokbdl van dsszetéve az azt meg?rz? médon
(speciel, ekkor folytonos is). Mdasrészt: g(a)=f(a)=g(b). Harmadrészt tetsz?leges x  [a,b]-re

Jz)=0 &  fl@)=m
A tovédbbiakban belétjuk, hogy g-nek van az (a,b) nyilton széls?értéke.
g a Weierstrass-tétel miatt felveszi mindkét tipusd extrémumat. Innen esetszétvélasztissal megyiink tovédbb.
1) Ha max(g)=f(a) és min(g)=f(a), akkor a fiiggvény konstans, igy minden pontja széls?érték.

2) Ha max(g) és min(g) koziil barmelyik nem f(a), akkor ez a valamelyik nem lehet sem a-ban, sem b-ben,
mert ott a fliggvényérték f(a), beliil kell, hogy legyen ez a széls?érték.

Tehét az (a,b)-ben van széls?értékhely, mondjuk , amire a Fermat-féle széls?értéktételt alkalmazva kapjuk,
hogy

g =0

tehat

QED

Feladat. Igazoljuk, hogy intervallumon differencidlhaté fiiggvény pontosan akkor monoton, ha a derivaltja
mindenhol vagy nemnegativ, vagy nempozitiv.

Newton?Leibniz-tétel

A fogalmakra és konkrét példdkra vonatkozoan ldsd még az utolso el?tti gyakorlat wiki-lapjdt.

Lagrange-tétel 12
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A tételt az analizis masodik alaptételének is nevezik. Ehhez persze két jelent?s fogalmat kell
feleleveniteniink. Az egyik a primitiv fiiggvény, a masik a Riemann-integralhat6sig fogalma.

Egy [a,b] korldtos és zart intervallum Riemann-felosztdsanak nevezziik az olyan fiiggvényt, mely az [a,b] egy
véges intervallumokra tortén? felosztasan van értelmezve és minden intervallumhoz egy benne 1év? szamot
rendel. Tehat, ha

Tp=a< T <0< ...< Ty =20
szamok, akkor egy Riemann-felbontis az

n:{la, 1], ...[tn-1,b]} — [a,b], n(|zi,zisa]) € |[2i, Tita]

fiiggvény. Ez >0 finomsagu, ha a leghosszabb intervalluma is rovidebb mint . Az [a,b] intervallum
finomsagu Reimann-felosztdsainak halmazat RF[ [a,b] jeloli.

Az f:la,b] — R fiiggvény egy felbontdsdhoz tartoz6 Riemann-kiozelit? dsszege a
n
ol (n) =" fn([zic1, zi])) - (mi — 1)
=1
Definicié. Azt mondjuk, hogy a korlatos és zart intervallumon értelmezett f:[a,b] — R fiiggvény

Riemann-integrdlhato és integralja az A valds szam, ha

minden >0-hoz létezik >0, hogy minden RF [a,b]-re:
o' () — Al < e

A Riemann-integralhaté fiiggvények halmazat az adott intervallumon R[a,b] jeloli.
A masik a primitiv fiiggvény fogalma:

Definicié. Azt mondjuk, hogy az F:[a,b] — R differencidlhaté fiiggvény primitiv fiiggvénye az fi[a,b] —
R fiiggvénynek, ha

F=f

Newton?Leibniz-tétel. Legyen f R[a,b] és létezzen f-nek primitiv fiiggvénye éspedig az F. Ekkor
b
[ 7=F0) - Fl)
a

Bizonyitds. Elegend? belatni, hogy ha A-val jeldljiik az integral értékét, akkor A minden szdmnél kozelebb
van az F(b)-F(a) értékhez. Legyen >0. Az integralhat6sag definicidjabdl tudjuk, hogy az  szdmhoz létezik
olyan >0, hogy minden RF [a,b] felosztésra teljesiil, hogy

A= > f)| <«

I=Domi(n)

Tekintsiink egy -ndl finomabb intervallumfelbontést:

Newton?Leibniz-tétel 13
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{ [a’xl]""’[xn — 19b] }
fiiggvényt! Ekkor a részintervallumokra felirhat6 a Lagrange-tétel és minden részintervallumra létezik olyan
(i1, zi]) € [Tio1, ]
szdm, hogy az aldbbi teleszkopikus 0sszeg el ?4ll integralkozelit? 6sszeg alakjaban:
FI:E?:I—FI:::I]I = (F(b)_F{In—l ]':"i‘ (F(-Tﬂ— l) _F[I?I—Q D+ (F(-’Fn—e ]' _F('Tﬂ—;j ‘|‘ +|:F|:T
MF/(’]([ln—lw n]))(ln -ln—‘)+ +F 77 [11110]) ll_lO Zf n [lz—l»- ] (lz Ly

De az
[Zi-1, Zi] = n([zi1, z:])

fliggvény egy -ndl finomabb Riemann-kozelit?6sszeg (hiszen a intervallumokat -ndl révidebbre
valasztottuk), igy ennek eltérése az integralt6l kisebb mint

|A— (F(b) — =|A— Zf N([zicy, ] ) (2 — zim1)| < &

azaz igazoltuk a N?L-formulat.

Feladat Igazoljuk a definici6 alapJan hogy az f:[0,1]— R, £(0)=0, f(x)=1/x, ha x 7& 0 fliggvény és a
Dirichlet-fiiggvény (Dir:[0,1]— R; 1, ha x racionalis, 0, ha x irracionalis)nem Riemann-integralhato.

Feladat R[a,b] az [a,b]-n Riemann-integralhat6 fiiggvények halmaza, B[a,b] az [a,b]-n korlatos fiiggvények
halmaza, M[a,b] az [a,b]-n monoton fiiggvények halmaza, C[a,b] az [a,b]-n a folytonos fiiggvények halmaza.
Tudjuk, hogy

a) Cla,b] R[a,b]
b) M[a,b] R[a,b] (mert monoton fiiggvénynek csak megszamlalhaté sok szakadasa van és

megszadmlalhaté halmaz nullmérték?)
c) R[a,b] Bla,b].

Igazoljuk, hogy ezek a tartalmazdsok forditva nem m?kddnek, azaz mondjuk mindegyik megforditasara
ellenpéldit!

Feladat Végezziik el az integralokat!
1
— . dx
VT (1 —sin® (y/z + 1000))

chz-coszdx
1 1
/2:1? sin (—) — C0S (—) dz
T T

Newton?Leibniz-tétel 14
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