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Fermat-féle széls?értéktétel -- Differencialhaté fiiggvény bels? pontbeli sz€ls?értéke 1étezésének sziikséges
feltétele -- Ha f valds-valds fiiggvény €s f differencidlhaté az u  int Dom(f) pontban €s f~nek u-ban lokalis
sz€ls?értéke van, akkor

fu) =0,

Tipikus atvitelielves tétel, hisz a "http://wiki.math.bme.huhatarérték"http://wiki.math.bme.hu létezését
tudjuk, csak az ért€két kell kiszamolnunk. Tegyiik fel, hogy u-ban minimum van. Legyen ( ) az 0-hoz tarté
pozitiv sorozat, mely minden n-re | +u,u- ,  Dom(f). Ekkor

0< f(‘lt + ‘511) — f(ll) és f(ll - ‘571) - f(u) >0
Most az els?t osszuk le &deta; -nel, a masodikat -&deta; -nel. Ekkor:

f(bu- + ‘571) - f(ll) f(ll - (572? — f(ll) <0

6.” - O-n o

— flu)  flu) <

és

S mivel, ha egy sorozat csupa nemnegativ (nempozitiv), akkor a hatarértéke is ilyen, ezért:
/ !
0 S f (U) S 0 azaz f (U) = 0

Tétel Lagrange-féle kozépértéktétel Legyen f: [a,b] — R differencidlhat6 fiiggvény. Ekkor 1étezik olyan
(a,b), hogy

b) — fla
O-1@ _ g
a

Ugyanis, Legyen

f(b) — fla)
b—a

m =

Olyan g differencidlhat6 fiiggvény adunk meg, melynek pontosan olyan x helyen van nulla derivaltja, ahol
f'(x)=m. Transzforméljuk el az f fiiggvényt az 1(x)=m(x-a) fiiggvénnyel:

g(z) = f(z) — m(z — a) (z € [a,b])

Ez a fiiggvény egyrészt differencidlhatd, mert differencidlhatokbdl van dsszetéve az azt meg?rz? médon
(speciel, ekkor folytonos is). Mdasrészt: g(a)=f(a)=g(b). Harmadrészt tetsz?leges x  [a,b]-re

g(z)=0 & fl(z) =m
A tovédbbiakban belétjuk, hogy g-nek van az (a,b) nyilton széls?értéke.
g a Weierstrass-tétel miatt felveszi mindkét tipusd extrémumat. Innen esetszétvélasztissal megyiink tovédbb.
1) Ha max(g)=f(a) és min(g)=f(a), akkor a fiiggvény konstans, igy minden pontja széls?érték.

2) Ha max(g) és min(g) koziil barmelyik nem f(a), akkor ez a valamelyik nem lehet sem a-ban, sem b-ben,
mert ott a fliggvényérték f(a), beliil kell, hogy legyen ez a széls?érték.
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Tehét az (a,b)-ben van szEéls?értékhely, mondjuk , amire a Fermat-féle széls?értéktételt alkalmazva kapjuk,
hogy

g =0

tehat

QED

Feladat. Igazoljuk, hogy intervallumon differencidlhaté fiiggvény pontosan akkor monoton, ha a derivéltja
mindenhol vagy nemnegativ, vagy nempozitiv.

Tétel. f:1 — R differencidlhat6. Ekkor a kovetkez? két kijelentés ekvivalens egymdssal:

1. f monoton ndvekv?,

f,(;l‘) 2 0

2. minden x [-re ¢

Ugyanis, 1) — 2)a<x I-re: a monotonitdsbol:

f@)=f@>0 /:(z—a)
f(x)~fa)

>0
Tr—a
x<a I-re: a monotonitasbodl:

fla)— f(z) =0 /i (a—2z)

o< 1@ —F@) _[@)-J@)
a—=T r—a

azaz a kiilonbségi-hdnyados fliggvény mindeniitt nemnegativ (amit gy neveziink, hogy a fiiggvény az a-ban
lokdlisan n?), azaz ennek hatarértéke sem lehet negativ. 2) — 1) mindena<b I-re:

10— ) ﬂ@zo /- (b—a)

azaz f monoton n?.
Tétel. .l — R differencidlhat6. Ha minden x  I-re f'(x) > Of, akkor f szigortian monoton ndvekv?.

Ugyanis, indena<b I-re:

fb)—fla) . .
W—f(é)>0 /- (b—a)

fb) = fla) >0
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azaz f szigortian monoton n?.
Feladat. Igaz-e?

1. Ha f monoton n?, akkor f nemnegativ.

2. Ha f monoton n?, és mindenhol differencidlhat6, akkor f' nemnegativ.

3. Ha f mindenhol differencialhat6 és f' mindenhol nemnegativ, akkor f monoton n?.
4. Ha f intervallumon differencidlhaté és szigortian monoton n?, akkor f' pozitiv.

Megoldds.

1. Ha dgy értjiik, hogy mindenhol diffhat6 és f' nemnegativ, akkor nem ha tigy, hogy csak ahol f'
1étezik, akkor igaz.

2. Igen, mert ekkor lokdlisan is monoton n?.

3. Nem, f(x)=-1/x derivaltja mindenhol Iétezik, mindenhol nemnegativ és mégsem monoton n? (csak
intervallumonként n?)

4. Nem, f(x)=x3 szig. mon n?, de 0-ban a derivalt 0.

Feladat. Igazoljuk, hogy ha x > 0, akkor f(x) = In(1+x)-x+1/2x2 > 0!

Megoldds. Mivel 0-ban folytonosan kiterjeszthet?, ezért ha a kiterjesztés szigortian monoton novekv? lenne,
akkor fennéllna a kijelentés. Ehhez az kell, hogy a derivélt (0,+ )-en pozitiv legyen:

- —14+2z>0
14+ =x

A baloldali fiiggvény negativitdsara abbol kovetkeztethetiink, hogy szigorian monoton névekv? a folytonos
kiterjesztése (ami létezik, O-ban 1), amihez az kell, hogy a derivéltja (0,+ )-en pozitiv legyen:

——5+1>0
(1+x)?

ami fenndll, hiszen ez pont azt mondja, hogy

(14 =)
azaz

1< (1 +x)?

Lattuk a monotonitas differencidlis jellemzését:

f
f

A sz€ls?értékre és annak jellegére az els? derivaltbdl a kovetkez? mdédon kovetkeztethetiink:

m M

I/\ I\/

s f
M2 o f

Tétel. -- Els?derivalt préba -- Legyen az f (a,b) — R differencidlhaté az (a,u)U(u,b) halmazon és folytonos
u-ban. Ekkor:
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1.haf <0 (a,u)-nés f' > 0 (u,b)-n, akkor u-ban minimum van,
2.haf >0 (a,u)-nésf <0 (u,b)-n, akkor u-ban maximum van,
3. ha azonos el?jel? mindenhol, akkor biztosan nincs széls?érték
4. ellenkez? esetben a proba nem jat sikerrel.

Vildgos, hogy ehhez kell a monotonitasi vizsgélat.

A masodik derivalt vizsgalata A gorbiiletre vonatkoz6 differencidlis feltétel:

feDiff*(I):  f
feDiff’(I):  f

Konv <« f" >0
{onk < f"<0

[
N—
[
N—

A sz€ls?értékkel analdg fogalom itt az inflexios pont, mely eleve a differencidlis feltétellel definidlt: azt

2/ T
mondjuk, hogy az # I pont inflexids pontja az fe Diff (] ) fliggvénynek, ha abban a pontban a

madsodik derivélt el?jelet valt.

Erdemes még megjegyezni a széls?értékre vonatkozé masodikderivalt prébat, mely lokalis abban az
értelemben, hogy pusztan csak a méasodik derivalt pontbeli értéke a dont?:

e C*(I)

Tétel. -- Masodikderivalt préba -- Legyen fe olyan, hogy az #  int(I) pontban f'(u)=0. Ekkor

¢ ha f"'(u) > 0, akkor u-ban f-nek u-ban lokalis minimuma van,
¢ ha f"'(u) < 0, akkor u-ban f-nek u-ban lokalis minimuma van,
® mas esetekben a proba nem jar sikerrel.

A tétel igy, azaz a kétszeri folytonos differencidlhatésdg megkovetelésével kimondva vilagos. Az els?
esetben u egy kornyezetében f" pozitiv, azaz f' szig. mon. n?, azaz a f' el?jelet valt, igy az els? derivalt proba
szerint ott széls?értéke van (éspedig minimum). A masik eset analég ezzel.

Tétel - Fermat-féle széls ?értéktétel - Legyen f: R® 20— R, u int Dom(y), f parcidlisan differencialhaté
u-ban.

Ha u-ban f~-nek (lokdlis) sz€ls?értéke van, akkor
grad f(u) = Orn

U.is: minden i-re az i-edik parcidlis fliggvénynek sz€ls?€érté€ke van u;-ben, igy az egyviltozds Fermat-tétel
miatt ezeknek a derivaltja u-ben 0, igy a gradiens értéke 0.

Masodikderivalt-proba Kétszer differencialhaté fiiggvényre vonatkozéan megfogalmazhatjuk a lokalis
maximum és minimum létezésének elégséges feltételét. Csak a kétvaltozos fiiggvényekkel foglalkozunk.
Tegyiik fel, hogy grad f(u) = 0 és H(u) az f Hesse-matrixa

1. ha det Hf(u) > 0 és anf(u) < 0, akkor f~nek u-ban maximuma van

2. ha det Hf(u) > 0 és anf(u) > 0, akkor f~nek u-ban minimuma van

3. ha det Hf(u) < 0, akkor f-nek biztosan nincs sz€ls?értéke, in. nyeregpontja van

4. ha det H(u) = 0, akkor a proba nem jért sikerrel, azaz tovabbi vizsgélatokat igényel annak eldontése,
hogy u széls?érték hely-e.
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