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Primitivfiiggvény-keresés
Primitivfiiggvény-keresésnek két metédusa van. Az egyik a helyettesitéses integralas, a masik a parcialis

integralas. Ezek el?tt azonban egy trividlis mddszer, a derivalasi tablazat megfoditisa és az integral
eltolasinvariancidjanak felhasznaladsa. (Esetleg a linedris argumentumd alapintegral kiszamitasa.)

Alapintegralra visszavezethet? integralok

Ha tehat vessziik az elemi fiiggvények €s inverzeinek derivalasi tdblazatat, akkor jobbrol balra olvasva
megkapjuk az alapintegralok tablazatat.
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Alapintegralok kiszamitasa tablazatboél

1
/ s—dr=tgz +C
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vagy a legkonnyebben elronthatdk:

Alapintegralra visszavezethet? integralok
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Alapintegralok és eltolasinvariancia

Az integral eltolasinvarianciajat hasznélva:

1
/ —dzr =In|z+ 8|+ C
T+ 38

Linearis agrumentumi integrandus

A linearis agrumentumikra vonatkoz6 képlet:
: 1 ,
flax +b)dr = —F(ax +b) + C
a

ahol F'=f. Hiszen az Osszetett fliggvény derivalasi szabdlya szerint:

a Qa

Ezzel pl:

1 . .
/sin(SI —T)dz = ——cos(bz —T7) + C
5

(lF((lI -+ b))/ = %F,((l;lf +b) = ! - flax +b) - a

flaz +b)

Megjegyzés. Erdemes fejiinkbe vésni a sin fiiggvény derivéltajainak fiiggvénysorozatit:

sin
cos
— sin
—Cos
sin
cos

felfejé haladva integralunk, lefelé haladva derivalunk.

pl.

P, - 1 (9008 7)
9 ) ' )
el 2008z —2007) dr = e 2008x—2007) + !
2008

Alapintegralok kiszamitasa tablazatbdl
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Polinom/linearis alak
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Néha x2 + 1 nevez?j?re is m?kodik:

2 -7 24+ 1-—8 8
dz = | ————dz = 1— dr =z —Barctexr + C
/17'2+1 / 2 +1 / 2 +1 gT+

Linearizalo formulak

Ezek arra alkalmasak, hogy a sin2, cos?, sh2. ch? fiiggvényeket (illetve alkalmasan megvaltoztatott
argumentumdu valtozatukat) ki lehessen integralni:

1 — cos(2x)

e
sin“x = 5
9 1 + cos(2x)
cos T = ———>
2
ch(2z) — 1
sh’z = —( .))
. ch(2z +1
ch’z = ch(2e) + 1

2

<

Mindezek a kovetkez?k miatt allnak fenn:

cos” + sin
cos

[Sv]

1
—sin” = cos(2x)

NS
[ SR S

¢

ezért ezeket kivonva ill. 6sszeadva, majd 2-vel elosztva a fels? kett?t kapjuk. A masik kett?:

Polinom/lineéris alak 4
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ch? —sh? = 1
ch? 4 sh® = ch(2z)

Itt érdemes megjegyezni az Osborne-szabalyt: ha egy trigonometrikus azonossagban kicseréljikk a megfelel?
hiperbolikus fiiggvényekre az dsszetev?ket €s minden olyan tag el?jelét megvaltoztatjuk, melyek két sh
szorzatdbol dllnak (specidlisan a sh?-ek elé egy - jelet tesziink), akkor megkapjuk a hiperbolikus azonosségot.

Lasd: Osborne-szabdly.

Ezek f?leg hatdrozott integraloknal adnak "http://wiki.math.bme.huszép"http://wiki.math.bme.hu eredményt

Példa.

™ ™

. 1 — cos(2z 11 7
/sinz rdr = / Lb(’l)d;v = |-x — —sin(2z)| =
2 2 1 5

0 0

| =

Helyettesitéses integralas
Az els? keresési eljaras az Osszetett fliggvény derivalasi szabalydnak megforditasan alapul.

Tétel. Legyen g:I — J, F: J — R folytonosan differencidlhat6 fiiggvények és f: ] — R pedig olyan, hogy
az F' =1, akkor az x +— f(g(x)) - g'(x)-nek is létezik primitiv fiiggvénye és

/ f(g(x)) - ¢'(z)dz = F(g(z)) + C

Bizonyitds. A primitiv fiiggvény 1étezését az garantélja, hogy az integrandus folytonos.

Elegend? ellen?rizni, hogy x +—= F(g(x)) primitiv fiiggvénye x +— f(g(x)) * g'(x)-nek, azaz az el?bbi
derivéltja az utébbi:

QED.
...-alaki integralok

Ebb?1 a tételb?] szarmaztathatjuk a "http://wiki.math.bme.hu... alakid integralokat"http://wiki.math.bme.hu:
1. | 1, o ,_
flazr +b)dzr = —F(az + b) + C ( g(x) = ax + b esete)
a .

. / "(z)-¢'(z)dz = Ll(l) +C (f(.)=1(.)" esete n # —1)
n+ 1

Q

3. / g’((;) dr — ln|g(l)| + ! ( f( ) = 11]( . ) esete )

o

Példak.

Linearizal6 formulak 5
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T 1 2z 1 .
‘ dr = — — dr==-tg(z2?+5)+C
1_/ cos?(z? +5) 2 / cos?(z? +5) 2 & ) hiszen a
"http://wiki.math.bme.hukiils?"http://wiki.math.bme.hu fiiggvény:
1

f(-)=m =7 F(.)=tg(.)

a "http://wiki.math.bme.hubels?"http://wiki.math.bme.hu fiiggvény:

!

g(z) =2*+5 _ g'(z) =2z

arctg x 1 1 arc th T
/ 2241 dr = /(arc tgz)"- 22 + 1 dz = 5 +C

hiszen a "http://wiki.math.bme.hukiils?"http://wiki.math.bme.hu fiiggvény:

(.

2

S——

FO=()' =g B =

Lo

@) =arctgr  ~ g() =
g(r) =arctgx : glz)= 21
3.
1 1
dz = / V172" qz = Inlarcsinz| + C
/ (arcsinz)y/1 — z2 arcsin | |

hiszen a "http://wiki.math.bme.hukiils?"http://wiki.math.bme.hu fiiggvény:
-1
fC)=(.) —p  F(.)=In|.|

a "http://wiki.math.bme.hubels?"http://wiki.math.bme.hu fiiggvény:

3 1
Tr) = —F/——
W=

9(41*) = arcsinx —

2 . . J. 201 T ¢ . 2008 s 2. 2
/ 2% *Vshx3-ch (z3) dzx = 5 / *Vsh23-(3z%ch (23)) dz = m(sb z°) 3608 -

hiszen a "http://wiki.math.bme.hukiils?"http://wiki.math.bme.hu fiiggvény:

...-alaku integralok 6
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f)=()ms  —p  F()

2008 200
2009

2008

a "http://wiki.math.bme.hubels?"http://wiki.math.bme.hu fiiggvény:

g(x) = sh(z*) -/ g'(x) = 3z%ch (z°)

Integralas a helyettesités elvégzésével

Megjegyzés. Intermezzoként megemlitjiik, hogy a helyettesités elnevezés abbdl fakad, hogy ekkor
Iényegében 1j ismeretlent vezetiink be. Persze az ezzel val6 szamolas egy egészen mas szemléletet igényel. A

7 képlet ekkor:

[o@ar~ [ fwa

u=u(z)
ahol el kell végezni az
, ()1 .
u = u(x) o z = z(u)
du /() 1 du
— =ulz o dr =
dz u'(z(u))
szimbolikus helyettesitést.
5. (exponencidlis helyettesités)
e’
T on d:l‘ :?
1+ e
, T ()t . .
U =e o r=Inu
du . du
— =€ =1u - dr = —
dx u

T 1, , 1
1+ e 1 +u? 3,

5. (gyokos helyettesités)

2 | 5
———dz =7
/1+\/§
u = \/I ENC r = u’
du I e
dz 2z 2u

Integralas a helyettesités elvégzésével

u=e¥

= F(u) + Clu=u(r)

= arctg (u) + C|

— dr = 2udu

u=e*

= arctg (e”)+C
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2 u? 1 U
/ —l dz = | - : —dudu = / _ du =
1+ 4/ 1+ u 2u 1+ u

1-—-1 1
/L du = / 1—1 ~du=u—In[1+u[+C|,_z= vr—In/z+C

+ u

6. (trigonometrikus helyettesités)
/ vV1—z2dz =7

()t

U = arc cos r — T = CosU
du . )

—_— = —— — —sinu — dr = —sinudu
de V1— 2

/ V1—=22dz= / V1 —cos?z(—sinu)du = — /sin'2 udu =

1 L.
= —arccos T+ — sin(2arc cos

-

1 — cos(2u) 1 | —- ]
_ / fdu = —§u o 1 sin(2u) + C

<

Uu=arccosrT
Parcialis integralas

A helyettesitases integralas a fliggvénykompozicié derivélasara szolgald képlet felhasznélasa volt
primitivfiiggvény keresésre. Most a szorzasi szabalyt fogjuk hasznalni.

Tétel. Legyen f,g:[a,b] — R folytonos és F,G:[a,b] — R differencidlhat6 olyan, hogy F' = f, G' = g. Ekkor
az alabbi képletben szerepl? Gsszes integrandusnak 1étezik primitiv fiiggvénye és

ng:FG—ffG

Bizonyitds. Elég a bizonyitani, hogy a jobb oldal derivéltja a baloldali integrandus. Ehelyett egy kicsit
madsként csindljuk: belatjuk, hogy az FG fiiggvény primitivfiiggvénye az fG + Fg fiiggvénynek, majd
kefejezziik vel?le a fenti formula baloldalét:

(FG) = F'G + FG' = fG + Fg
tehat

FG:/}G+Fg:ffG+ng

amib?l mar kovetkezik a fenti formula. QED.

Parcidlis integralas 8
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Polinom szor exp, trig, hip
Az els? alkalmazas az, amikor a egymads utdn parcidlis integraldsokkal polinommentes formuladva alakitjuk az

integrandust. Ekkor a fenti képlet F-je a polinom, amib?l egyel alacsonyabb foku polinomszoros integrandus
keletkezik az fG integral esetén.

/1‘ sinvdr = z(—cosx) — / l-(—cosz)dr = —xcosz +sinz + C

Hiszen
F=id —' f=F=1
g = sin - G:/gz—cos

Egy hasonlé:

/(21? + 1)sh (3z — 2)dz = (2z + );ch (3x —2) — /2 : éCh (3z — 2)dx =

2z + 1 L2
= l; ch(3z —2) — §sh (3z — 2)

Hiszen
F=2id+1 —' f=F =2
_ 1
g = sho (3id — 2) —J G = /g = §Ch o (3id — 2)

Rekurzios integralok, formulak

1.
| 1
/Ed:ﬂ—ln 1—/—-]11:1:(11:
T
az
!/ / l‘
F =1In — f=F ==
id

g:_i —J G=/g=ln
id

szereposztassal. A formuldban visszatért a keresett integrdl, igy ezt kifejezve:

|
fﬁd’t——]ﬂ A

Polinom szor exp, trig, hip 9
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/cos(r)-e""' dr = cos(;r)-ez—/(— sinz)-e* dor = Cos(;l?)-er+sin(af)-ez—/ cos(z)-e” d:
amib?]

/cos(r) cefdr = %(COS(I) e +sin(z) - e) + C =

tehat kétszeri parcidlis integraldssal értiik el.
3. Rekurziés formulat kapunk az aldbbi I alaku integralokra:

; g, - ) : 2
1 4+ 1 : 1 .
]1? = /9—_dI =/ l.) —I_ . - — dI=/ 2 - FE ! — dx
(l-_, + l)n (lf"' + l)rl (1?2 + 1)71 (;17... + l_))l—l (1?2 + 1))1

az utols6 tagot parcidlisan integraljuk ki:

[
[N
~
y—
~
o
I
~
’—-
S
|
o,
=
Il
B | —
gy
-
~J
I
—
p—
T
Hl‘\') I‘I
_+_
—
S
=5
o
I
gy
~
I
.—L
p—
T
"';\, —
_+_
p—
S
=5
AR
[
| =
P~
-~
o~
I
j —N

azaz I kifejezhet? I, _ -segitségével.

Inverzfiiggvények integralja

Az
[ri=[rra-pria fagy

triikk sokszor alkalmas arra, hogy az inverz fiiggvények integraljat parcidlisan kiintegraljuk, hiszen az inverz
fuggvények derivaltjanak képlete az utolsé tényez?t a keziinkre jatssza. Specidlisan a mddszer alkalmas az
Osszes In, arc €s ar fiiggvény kiintegralasara.

1
arcsin(z)dz = [ arcsin(z)-1dz = 2 - arcsin (z) — / rT———dz =
[ exesine)dz = [ arcsina SR

r=cx-arcsin(z)+vV1—-224+C

= r -arcsin (x

)+1/ —2r d
2 v1-—22

Rekurziés integrélok, formulak 10
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