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A T=1J,x ], korlétos és zart téglalap egy Riemann-felosztasin nem mast értiink mint egy olyan
kivélasztofiiggvényt, mely a T-t unidként el?4llitd, egymdasba nem nyuld tengelyekkel marhuzamos oldald
téglalapokbdl all6 halmaz minden egyes eleméhez egy az adott elemben 1év? elemet rendel, azaz egy olyan
fliggvényt, melyre:

1. Dom( ) minden / eleme tengelyekkel pirhuzamos oldald zart téglalap, melyek egymdasba nem

nyulnak, uniéjuk T

nl)el

2. minden / Dom( ) esetén

A T 6sszes Riemann-felosztasai halmazat RF(T) jeloli. Azon Riemann-felbontdsok halmazat, amelyekben
az 6sszes elem teriilete (oldalhosszainak szorzata) kisebb egy > 0 pozitiv szamnal, RF (T) jeloli, ezt a
halmazt a T 6sszes -nél finomabb Riemann-felosztasanak neveziik.

Egy f, az T-n értelmezett és R-be képez? fiiggvény egy felosztishoz tartozé Riemann-kozelit? osszegén a
aim = Y, f(D)- ||
I=Domi(n)
Ekkor mér definidlhatjuk az Riemann-integralhatdsigot:

Definicié. Legyen f:'T — Regy zart és korlatos téglan értelmezett fiiggvény. Azt mondjuk, hogy f
Riemann-integralhato és integralja az A valds szam, ha

(Ve > 0)(36 > 0)(Vn € RF5(T))(|os(n) — A| < &)

Belathat6, hogy ha fintegralhat6, akkor A egyértelm? és ekkor ennek a szdmnak a jelolésére az

/f / f(z,y) dzdy

T vagyaz I+

szimbdlum szolgal.
A T téglalapon Riemann-integralhat6 fiiggvények halmazit R(T) jeloli.

Az integrél 1ényegében a fiiggvény grafikonja alatti térfogat. Integralhat6 fiiggvény esetén létezik ez a
térfogat, azaz a Riemann-felosztist egyre finomabbra véve, a Riemann-kozelit? 6sszeg minden el?re
megadott legnagyobb  eltérésnél kozelebb keriil A-hoz.

Vildgos, hogy ha egy fiiggvény integralhatd, akkor minden résztégldjan is integrdlhat6 (hisz ekkor azokat a
felosztdsokat kell venni, amik a részintervallumon beliil is felosztdsok, és persze ezek szerint is képezve a
hatardtmenetet, 1étez? hatarértéket kapunk).

Egy kompakt K halmazon értelmezett f fiiggvény integrdlja nem mads, mint tetsz?leges a K-t tartalmazé T
tégla esetén az

i 0, ha zeT\K
TS re K

(r), ha
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fliggvény integralja T-n, ha ez 1étezik.
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A Riemann-inregralhatosag sziikséges és elégséges feltétele

Bar a Riemann-integralhat6sag altalaban konnyen kezelhet? fogalom, a kdvetkez? tétel bizonyitdsdhoz
azonban a klasszikus analizis szinte 6sszes eszkozét be kell vetni. Nem csoda, hogy csak 1905-ben
fogalmazhatta meg Lebesgue, egy tdgabb perspektivabdl szemlélve a Riemann-integralt.

Tétel. Legyen f: T — R korlatos és zart téglan értelmezett fiiggvény. f pontosan akkor
Riemann-integralhatd, ha korlatos, és szakadasi helyeinek halmaza Lebesgue-nullmérték? halmaz, azaz

feR(T) < (f€B(T) AN m(discon(f)) = 0)

Itt Lebesgue-nullmérték ?nek neveziink egy H RN halmazt, ha minden > 0-hoz létezik olyan (I,)
téglasorozat, hogy ennek Ossztérfogata <  és lefedi H-t.

Biztos nem nullmérték? példaul egy nemelfajulé intervallum, mert annak a mértéke az intervallum nemnulla
hossza. De véges halmaz nullmérték?, mert lefedhet?, egy hatarértékben elt’n?
intervallumsorozat-rendszerrel. Beldthatd, hogy megszamlalhat6 pont nullmérték? halmazt alkot. Konkrétan,
konyen belathatd, hogy az 1/n pontjai nullmérték? halmazt alkotnak.

Vilagos, hogy a Dirichlet-fiiggvényes példa azért j6 ellenpélda, mert ez a fiiggvény [0,1]-en mindenhol
szakad, azaz discon(Dir)=[0,1], melynek a mértéke 1.

Példa. Felvet?dik a kérdés: van-e konitinuum sok helyen szakadd, Riemann-integralhaté fiiggvény. A vélasz
igenl?. (Lasd: az ordog lépcs?je fiiggvényt)

A Riemann-integralhat6sag néhany kritériuma
Részleteziink néhdny hasznos esetet a fenti tételb?l.

1. feR(T) = feB(T)
csak korlatos fiiggvények R-intgralhatéak

2. feR(T) « feC(T)
(Cauchy) vilagos: ha folytonos, akkor nincs szakadasi pontja, €s korlatos a Weierstrass-tétel
miatt

Kétvaltozos fiiggvény integraljanak kiszamitasa

Ha f:[a,b]x[c,d] — R intergédlhat6, akkor

Tartalomjegyzék 2
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1.
/fzydy, T € |a, b
mmden x—re a fiiggvény is integralhatd és
2.
/ /fly)dy aw= [ 7
r=a |a.b] % [c.d]

Ugyanis, ha ekkor fkorlatos, és L.-0-mérték? a szakaddsainak halmaza. Emiatt az f(x,.) fliggvények is
ilyenek, melyek integralja folytonos a [c,d] intervallumon, amib?] korlatos is, tehat integralhato.

Masrészt,

Paraméteres integral integralhatésaganak kritériuma

Legyen f:[a,b]x[c,d]— R folytonos. Ekkor az

b
)= [ f@wd, yeled

1étezik mert az integrandusa folytonos. Mi tobb, maga is folytonos.

Ugyanis,
F(y) — F(yo) = / flz,y) — f(z,y0) dx

Legyen > 0 tetsz?leges. Mivel f egyenletesen folytonos, ezért 1étezik >0, hogy ha I(x,y)-(x,y )l < , akkor

F@y) = flz )| < 3

Ekkor viszont

b—a)=¢

—Q

b
IF(y) — Flyo)| < / F(@.9) — flo.o) dr <

Tehat F(y) folytonos (egyenletesen) és igy integrélhaté egyvaltozos fliggvény, azaz l1étezik:

d s b
:/ /f(r,y)dr dy
y=c r—a

Kétvaltozos fliggvény integraljanak kiszamitasa 3
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Ez alapot ad az integral kiszdmitdsara: az f(x,y) kétvaltozds fiiggvény intergalja tengelyekkel parhuzamos
oldalu téglalap alaku tartomdnyon nem fiigg az integralds sorrendjét?l. Ezesetben a

"http://wiki.math.bme.humasik valtoz6t"http://wiki.math.bme.hu mindig konstansnak vessziik:

b d
/ J= / /f(lf,y) dy | dz =

[@.b] % [c.d] =c

b d d s b
://f(:r,y) dydr:/ /f(;r,y) dzr | dy
y=c

T=a y=c r=a

Tétel. Ha f:[a,lg]x[c,d]%- R integrilhat6, minden y [c,d]-ée T = f (.'1?, yj is integralhaté és

Fiyes [ f@y) Jr=]F

is integralhatd, akkor

Bizonyitds. Legyen >0. Legyen A olyan, hogy

d
fF:A

Ekkor /2-hoz létezik olyan >0, hogy [c,d]-nek minden -nal finomabb , Riemann-felosztdsara:

> F)lJ| - A| <
J

IR

De ekkor létezik a  /2(d-c)-hez €s minden J-re olyan '>0, hogy [a,b]-nek minden '-nél finomabb
Riemann-felosztasara:

Z:f'{{fhﬂ :J)|I| _F':?I"J:' < EI:dJ.——C:l

Viszont ekkor

S f ) I = X Pl d |+ 3 Fn)| |~ A‘ _
IJ 7 ;

th Fer, ) |I] - F(

Paraméteres integral integralhatésaganak kritériuma
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