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Ldsd err?l még Serény jegyvzetének (ps.gz/dvi) 30., 34-35., 70-72. oldaldn.
A 'V = R?-ben, vagy R3-ban olyan matematikai objektumokat hozunk Iétre, melyek V minden bazisdban
felirva egy-egy madtrixszal jellemezhet?k, de invaridnsak a koordindtarendszer megvaltoztatdsira nézve, azaz
matrixaik egymadssal vett szorzata (vagy Osszege, vagy vektorral, szimmal vett szorzata) egyenl? a szorzat
matrixdval. R"-ben ilyet konnyen taldlunk: ezek az L(R®,R")-beli linedris operatorok:
Definicié. Az L(R",R")-beli linedris operatorokat tenzoroknak, vagy masodrend? tenzoroknak nevezziik.
Minthogy a tenzorok maguk is invaridnsak, taldlhatunk veliik kapcsolatos tovabbi vektor, tenzor vagy

skalarinvariansokat.

El?szor is megfogalmazzuk, hogy mit?] invaridns egy mennyiség. Legyen B és C az n dimenzids V egy-egy
bazisa. Legyen T a B-t a C-re valt6 koordindtavaltas transzformdacidja, azaz a

Th; = ¢; (i =1..n)

(tehat ez invertdlhat6 tenzor). Tudjuk hogy, ha A tetsz?leges tenzor, akkor ? egy linedris leképezés, és emiatt
[Alc = [T7']5[A]5[T]s

Ez a tenzorok invaridns tulajdonsaga.

Azf(M) RM M™") skalarfiiggvényt akkor nevezziik invariansnak, ha minden B és C bazisra és A
tenzorra:

f([Alc) = f([A])
Masként, minden B bazisra, T a B megvaltoztaté koordinatavalté transzforméciora és A tenzorra
-1 \
f(IA]) = f([T][A][T])
ahol [.] a B-beli koordinatamatrixot jelenti.

Azm(M) M™ (M M™") matrixfiiggvényt pedig akkor nevezziik invariansnak, ha minden B és C
bazisra és A tenzorra:

m([Alc) = [T~ Jm([A]5)[T])
azaz ha m az A métrixdval egyiitt transzformalédik.

Determinans

Vegyiik az M +— det(M) matrixleképezést. A determindnsok szorzdstétele szerint tetsz?leges M és N
matrixra:

det(MN) = det(M) - det(N)

Emiatt ha A az A tenzor egy matrixa és T a koordinatavalté-matrix, akkor:
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det(T'AT) = det(T ") det(A) det(T) = det(T ") det(T) det(A) =
— det(T'T) det(A) = det(I)det(A) = 1 -det(A) = det(A)
Hiszen T'T =T az egységmatrix.

Ertelmes tehét az A tenzor determinansénak értelmezése tigy, hogy det(A) az A tetsz?leges métrixdnak
determindnsa.

Nyom, trace, spur
Vegyiik a kovetkez? matrix leképezést:
n
Sp M — E 1‘[,‘1'
1=1
azaz a métrixok f?4tlébeli elemeinek Osszegét. Ez is invaridns, melyet a kovetkez?kkel bizonyithatunk.

El?szér is belatjuk a spur szimmetrikus tulajdonsdgat. Tetsz?leges A, B matrixra Sp(AB) = Sp(BA). Tudjuk,
hogy két matrix szorzata a kovetkez?képpen definidlt:

(AB)ij = > AuBy;
k=1

ezért:

n n n

Sp(.4B) = Z(.4B),Z = Z Z A,jkB/“j = Z B;”'flik =
1

i=1 i=1 k=1 1 i
- 2(8‘4)l:l: = Sp(B.—l)
k=1

Ez a képlet azt mondja, hogy "http://wiki.math.bme.huspur alatt a matrixok
kommutalnak"http://wiki.math.bme.hu. Az invariancia pedig:

Sp(T'AT) = Sp(T 'TA) = Sp(IA) = Sp(A)
Ez a mennyiség tehat az A tenzor egy skalarinvariansa.

Szimmetrikus és antiszimmetrikus tenzorok

Vegyiik az A linedris leképezést és ennek az S sztenderd bazisbeli matrixat A-t. Ekkor vildgos, hogy az AT
transzpondlt matrixszal tortén? AT[v] szorzds egy linedris leképezés, tehdt tenzor, tenzortranszpondlds
definicidja tehat az, hogy minden A tenzorhoz hozzarendeljiik a kovetkez? linedris leképezést:

A"v = [A]} - [V]s

ahol - a matrixszorzas.

Nyom, trace, spur
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Am, ez nem minden bézisban viselkedik tigy, ahogy azt a transzponaldstél elvarjuk, azaz ha B egy
tetsz?leges bazis, akkor az [A];T mér nem feltétlejiil a T-' ATT matrix, ahogy azt varnank. Ellenben
ortonormalt bazisokra és a koztiik valté ortogonalis transzformdcidkra mar igen. Ezutdn a targyalast csak
ortonormalt (azaz paronként mer?leges, egységhosszisigu bazisvektord) bazisokra és az ezek kozott valtd
OT = O! egyenl?ségnek eleget tév? tavolsdgtarté vagy masként ortogondlis transzformécidkra szoritkozunk.

Igaz az aldbbi invariancia-tulajdonsdg. Ha B tetsz?leges ortonormdlt bazis, [A];=A és OT = O, akkor

-1 T Trn—1 A\T T AT —13T ~1 4T

(0'A0) = ot (ot = ot AT oY = o tATo
(Felhasznaltuk a szorzat transzponaldsanak (AB)"= BTAT szabdlyat -- nemdebdr a matrixszorzds nem
kommutativ.) Tehat a sztenderd bazisban definidlt transzpondlds minden ortonormalt bazisban transzponalas
lesz, igy ha csak ezekre szoritkozunk, akkor a AT fenti definicidja invaridns leképezést ad meg.
Lényeges tehat, hogy transzponalast, szimmetria €s antiszimmetria vizsgélatokat a tenzorok tekintetében
most ugy végeziink, hogy tudatdban vagyunk annak, hogy ekozben a hagyomdanyos, geometriai lallblcos
definicidju skaldris szorzast hasznaljuk (illetve ennek komponensenkénti valtozatat). Ezért nevezziik ezeket

néha geometriai tenzoroknak.

Az S tenzor szimmetrikus, ha minden ortonormalt bazisban a matrixa szimmetrikus matrix. Igaz az, hogy S
pontosan akkor szimmetrikus, ha minden u, v vektorra

u- (Sv)=v- (Su),
ahol - a skalaris szorzas.

Az A tenzor antiszimmetrikus, ha minden ortonormalt bazisban a matrixa antiszimmetrikus matrix. Igaz az,
hogy A pontosan akkor antiszimmetrikus, ha minden u, v vektorra

u- (Av)=-v- (Au),
ahol - a skalaris szorzas.

Barmely T tenzor egyértélm?en el?4ll S + A alakban, ahol S szimmetrikus, A pedig antiszimmetrikus,
éspedig:

1 1 T
T=5(T+T)+5(T-17)

Két fontos tétel:

Tétel -- Ha A R3 (illetve R? ) antiszimmetrikus, akkor 1étezik olyan a vektor (vagy a skalér), hogy minden
v vektorra:

Av=axv (vagy Av = a - CROSS(v))

a-t (ill. a-t) az A vektorinvariansanak nevezziik (bar a sikon ez skalar). A tételt elég a sztenderd bazisban
igazolni, ott az ax( . ) opertatorral, azonos igy A ez az operator.

F?tengelyétel -- Ha S R" szimmetrikus, akkor minden sajatértéke valds és 1étezik a sajatvektorokbdl all6 B
ortonormadlt bazis, amiben S f?tengelyre transzformalhatd, azaz diagondlis és az elemei az S sajatértékei:
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(/\1 0 0\
[S]{vl ..... V,.} = 0 0

Ez nehéz, de fontos tétel.

Szimmetrikus és antiszimmetrikus tenzorok
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