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Tétel ? Bolzano-tétel ? Intervallumon értelmezett, negativ és pozitiv értékeket is felve? folytonos
fiiggvénynek van zérushelye.

a Bolzano-tételt még olymédon is szokds kimondani, hogy

intervallumon értelmezett folytonos fiiggvény két fiiggvényértéke kozott minden értéket folvesz
melyet Darboux-tulajdonsdgnak neveznek. A Bolzano-tétel Iényegében azt mondja ki, hogy az intervallumon
folytonos fiiggvények Darboux-tulajdonsagiak. Megjegyezziik, hogy a Darboux-tétel pedig azt mondja ki,

hogy az intervallumon differencialhat6 fiiggvények derivaltfiiggvénye Darboux-tulajdonsaga.

Tétel ? Weierstrass-féle minimum-maximum-elv ? Korldtos és zart intervallumon értelmezett folytonos
fliggvény felveszi abszolit minimumat és maximumat.

Az aldbbiakban felhasznéljuk a kompaktsag fogalmat.

(Kompakt egy K halmaz, ha minden nyilt halmazrendszerb?l, melynek unidja lefedi K-t kivalaszthat6 véges
sok nyilt halmaz is, melyek véges uni6ja még mindig lefedi K-t.)

Tétel (Weierstrass) Valds érték?, kompakt halmazon folytonos fiiggvény felveszi minimumat €s maximumat.
Azaz ha K RN kompakt és f C(K,R), akkor sup(f), inf(f) Ran(f)

Bizonyitds. 1) El?szor belatjuk, hogy kompakt halmazon folytonos fiiggvény korlatos. Legyen ugyanis az

=1 és fértelmezési tartomanya K. A folytonossag miatt K minden u eleméhez 1étezik (u) pozitiv szam,
hogy fa B (1) kornyezeten beliil mindvégig az (f(u)-1;.f(u)+1) intervallumon beliil marad. Ekkor a nyilt
halmazokbdl 4116
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rendszer lefedi K-t, vagyis a Heine-Borel-tétel miatt mar ebb?l véges sok is lefedi, azaz 1étezik VK véges,
hogy
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Ez ut6bbi a folytonossdg miatt, tehat f képét véges sok korlatos intervallum lefedi, azaz korlatos.

2) Belatjuk, hogy f felveszi a szuprémumadt (és ugyanigy az infimumadt is). Legyen S := sup(f) (azaz f
értékkészletének legkisebb fels? korlatja). Ekkora g : K — R, x +— S-f(x) fliggvény nemnegativ értékeket
vesz fol. Ha f nem venné fel a szuprémumat, akkor g pozitiv lenne. Ekkor értelmezhet? lenne a
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fiiggvény. h mert folytonos fiiggvényekb?l van folytonossdgot meg?rz? médon dsszetéve. Az 1) pont szerint
korlatos is, ami azonban ellentmond annak, hogy S a szuprémum. Ugyanis S = sup Ran(f) azt jelenti, hogy
minden 1/n alakd szdmra vanx, K, hogy | § — f(x,) | <1/ n, azaz van olyan K-beli x, sorozat, melynek
képsorozata h altal a végtelenbe tart, azaz h nem korlatos.
Tétel (Bolzano) Osszefiigg? halmaz folytonos képe dsszefiigg?.

(Haf C@R"R™), Dom(f) ivszer?en 0sszefiigg?, akkor Ran(f) is ivszer?en 6sszefiigg?.)
Bizonyitds. Az ivszer? 0sszefligg?ségb?1 és a folytonos fiiggvények kompozicidjdra vonatkozé tételb?l.
Azt mondjuk, hogy az f: R 29— R fiiggvény folytonos az értelmezési tartoménya egy u pontjaban, ha

(Ve > 0)(30 > 0)(Vz € Dom(f))(|lz —u| <d = |[f(z)— flu)| < &)

Folytonos egy fiiggvény, ha az értelmezési tartomanya minden pontjaban folytonos

Legyen fegy azA R halmazon értelmezett, R-be képez? fiiggvény. Legyen ueR az A torldsi pontja. Azt
mondjuk, hogy az f-nek a R elem hatarértéke az u-ban, ha

minden > 0 esetén létezik olyan >0, hogy mindenx A B (w)\{u}-refix) B (v)
ahol természetesen a + és - kornyezetei a mar emlitett médon értend?k.
Ebben az esetben a hatarérték egyértelm? és jelolése:

lim f(z) = li_in f=w

r—u
Folytonossag és hatarérték kapcsolata

A folytonossagot, csak az értelmezési tartomany pontjaiban nézhetiink, hisz a definiciéban f(u) is szerepel.
Ellenben hatarértéket akar azon kiviili is nézhetiink (s?t!). Mégis, a két fogalom kozott szoros kapcsolat van:

1. Tétel. -- Folytonos fiiggvény hatarértéke a helyettesitési értéke -- Legyen az u az f értelmezési
tartomanyaban. Ekkor a kovetkez?k ekvivalensek egymassal:

1. f folytonos u-ban
2. u izolalt pontja Dom(f)-nek, vagy u torl6dasi pontja Dom(f)-nek, I€tezik u-an hatarértéke €s lim f =
f(u)

2. Tétel. -- Véges helyen véges hatarérték? fiiggvény folytonossd tehet? -- Legyen u a Dom(f) véges torlodasi
pontja és v véges (R-beli) szam. Ekkor a kovetkez?k ekvivalensek.

1. Hlilltnf =0

2. 1étezik az f-nek olyan f u-ban folytonos kiterjeszétse (vagy modositdsa), hogy

len:-m(f)"'.,{u} - len:-m(f'fl"-..{u} és f('ll) =7

Definicié Legyen D RN, f: D — RM, A RM, i RN torlédési pontja D-nek. Azt mondjuk, hogy az f
fliggvény hatarértéke az u pontbanazA,ha >0 >0 x Dx B (u)= B (A)

Az, hogy a hatarérték az u-ban A azt jelenti, hogy a fiiggvénynek folytonos kiterjesztése u-ban az f(u) = A
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hozzarendelés.

Lényeges, hogy tudjuk annak jellemzését, hogy egy pontban a hatdrérték nem létezik. Ehhez a Heine-féle
hatarértékfogalmat hasznaljuk:

Tétel. Legyen D RN, f: D — RM, A RM u RN torléddsi pontja D-nek. Ekkor az aldbbi két kijelentés
ekvivalens egymassal:

limf=A

“létezik u

2. (\7/((1‘11_) S DOII](:f) \ {u}z+)(an — Uu = f(an) — A)
Ezzel megfogalmazhatjuk annak a feltételét, hogy nem létezik a hatarérték:

Tétel. Legyen D RN, f:D — RM, A RM, u RN torl6dasi pontja D-nek. f-nek nincs hatérértéke u-ban,
ha

. Z+
létezik olyan (an) € Dom(f)\ {u} sorozat, hogy bar @n — U de (f(a )) nem
konvergens. n
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