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Deriviltak, differencialasi szabalyok
Definicié. Az f: R — R fiiggvény derivaltfiiggvényén értjiik a

f": {z € Dom f | f "diff.hato z—ben"} — R, = — f'(2)

(z%) = az®!
() = e

. 1
Inz) = —
(Inz) = —
(sinz)’ = cosz
(cosz) = —sinx
(arctga)’ =
arctgz)’ =

& 1+ 22

Linearitas

/ '
A hozzaadott konstans szabeilera: (}f + C)/ = f
A konstans szorz6 szabdlya: cf ) =cf

Linearitas: (af +bg) = af = bg/

Szorzat és hanyados
(f9) =f9+fd ,
(fgh) = fgh+ fg'h+ fgh
({ ) _f'9-1¢g
g g9
Osszetett fiiggvény
(fog)=(fog)d
(fogoh) =(f ogoh)(g oh)l

L'Hospital-szabélyok

Tétel -- Gyenge L'Hospital-szabdly -- Legyenek f és g: A — R val6s-valds fiiggvények,u A A,
flw)=g(u)=0, mindkett? differencidlhaté u-ban €s g'(u) # 0. Ekkor Iétezik a lim (f/g), €s

L@ fw
2 g(z)  glu)

Ugyanis,' irjuk fel az 1. definiciénak megfelel?en a hatarértéket. Létezik az u-hoz olyan , :A — R, hogy
mindenx A Dom(f/g)-ra

flx)  flu)+ f'(u)(z—u) +e
g(z)  glu)+g(u)(z—u)+n

(@)@ —u)
(z)(z — u)
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€s lim, = (u)=0, lim, = (u)=0. Emiatt és f{u)=g(u)=0 miatt

flz)  fi(u) +e(z)

r) B
g(z)  g'(u) +n(z)

Aminek a hataréttéke, ha x tart u-hoz a kivant hanyados, amennyiben ellen?riziik, hogy g'(u) + nem lesz
nulla egy elég sz7k kornyzeteben. Ekkor ugyanis a hdnyadosnak nem lenne értelme. Nos, | | egy elég kis
kornyzetben a nulla Ig'(u)l/2 sugard kérnyzetében lesz, igy ez a veszély nem fenyeget.

Amikor nem m?kodik az ismételt L'Hospitélas

1 1
lim—— ——— =7
z—0 1 —cosx

Amikor nem m?kddik az ismételt L'Hospitalas

1

€x

lim — =7
z—0+ 7 } €=

(%}

A derivalt szakadasai, Darboux-tétel Intervallumon derivélhato fiiggvény derivaltjanak nem lehet
megsziintethet? szakadésa. (Ellenben lehet korlatos masodfaju és a végtelen masodfajui szakadasa.)

Allitas. Ha fila,b] — R folytonos a-ban, differencidlhaté a nyilton és létezik a derivalt hatarértéke a-ban és
ez véges szam, akkor f-nek létezik a derivaltja a-ban (€s a derivdltja a lim_ ' szdm).

Bizonyitds. Ez az er?s L'Hospital-tétel kovetkezménye. Tekintsiik a kiilonbségi hanyados fiiggvényt, legyen a
L'H-beli szdmlal6 az x + f(x)-f(a), a nevez? az x += x-a. Vildgos, hogy a-ban 0/0 alaku, igy alkalmazhat6
a L'H-szabdly. Ekkor

lim J(z) = f(a) = lim fl_(I) = lim f'(x)

r—a T — a z—a r—a

azaz létezik a pontbeli derivalt és ez a derivalt hatarértéke. QED
A derivaltfiiggvénynek nem lehet ugrdsa sem:

Tétel ? Darboux-tétel ? Ha f:1 — R differencidlhat6, akkor f' Darboux-tulajdonsagu (két derivaltérték kozott
a derivéltfiiggvény minden értéket folvesz).

Bizonyitds. Legyen [a,b] 1 és tegyiik fel, hogy f'(a) < m < f'(b) tetsz?legesen rogzitett m-re. Belatjuk, hogy
van olyan (a,b), hogy f'( ) = m. Transzforméljuk el a fliggvényt, vonjuk ki bel?le az x +— mx linedrist:

g(z) = f(z) — mz, z € [a, b
g differencialhatd, és olyan, hogy tetsz?leges x-re:

g(z)=0 <« f(z)=m
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A feladat tehat, hogy keressiink zérushelyet g'-nek. Ehhez elég, ha taldlunk g értelmezési tartomanyéanak
belsejében széls?értéket, mert akkor a Fermat-féle sz¢€ls?értéktétel miatt ott a derivalt nulla lesz. Az [a,b]
zarton a folytonos g a Weierstrass-tétel miatt felveszi a sz€ls?értékeit. Tehat készen vagyunk, amennyiben
1étezik széls?érték az (a,b) nyilton. A tovdbbiakban ezt bizonyitjuk.

Vizsgaljuk a g-t az a-ban. g'(a) < 0, ezért

lim M <0

r—a I —aQ
Ekkor természtesen egy valamely >0-ra minden x (a,a+ )-re

g(x) — g(a)
Tr—a

<0

és innen
g9(z) < g(a)

vagyis a-ban nem lehet g-nek minimuma. De ugyanilyen érveléssel g'(b) > 0 miatt valamely >0 szdmmal ha
x (b- ,b), akkor x-b <0 és

A b
z—b r—0b

%%E%Q>O /- (@=b) (<0)
g(z) < g(b)

azaz b-ben sem lehet minimum. Viszont ez azt jelenti, hogy a Weierstrass-tétel dltal garantlt minimum csak
az (a,b) nyiltban lehet. QED



	Szerkeszt?:Mozo/A2_szigorlat_8

