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Egzakt differencidlegyenlet

Definicio

Legyen U R?Znyilt halmaz és P,Q: U — R folytonos fiiggvények, Q sehol sem nulla. Azt mondjuk, hogy
az
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differencidlegyenlet egzakt, ha 1étezik olyan F: U — R folytonosan differencidlhaté fiiggvény, hogy
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Elméleti példa. Minden
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alaku szeparabilis differencidlegyenlet egzakt, hiszen ha g integralfiiggvénye G, akkor

9(y)y' = f(z) = G(y) = F(z)+ C
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Alkalmas tehdt az alabbi fliggvény:

_ | 0P oP
O(z,y) =Gly) — F(z) =C = — =1 =9
oz dy

Jelen esetben a G fiiggvény derivaltja (G'=g) sehol sem nulla folytonos fiiggvény, ezért szigordan monoton.
Emiatt kifejezhet? y éspedig:

\ v—1 '
y(z) =G (F(z) + C)
Megjegyzés. A megoldasokat implicit mddon adja meg az
Oz, y)=C

egyenlet. Mivel
0P 40
dy

ezért az implicitfiiggvény-tétel miatt y-t "http://wiki.math.bme.huki lehet fejezni"http://wiki.math.bme.hu.
Erdemes feleleveniteniink magat az implicitfiiggvény-tételt:

Implicitfiiggvény-tétel -- Haa :IxJ — R folytonosan differencidlhato fiiggvény az (x,,y,) int(IxJ)
pontban teljesiti a d /dy = 0 feltételt, akkor a (x,,y,) pont egy kornyezetében egyértelm?en létezik az

(x,y)= (x4.y,) egyenletnek az (x,,y,) ponton athaladé implicit fiiggvénye, azaz az x, egy K I kornyezetében
értelmezett, J-beli érték? y derivdlhat6 fliggvény, melyre minden x K esetén:

bz, y(z)) = P(zo, 40), y(z0) = o
és ennek derivaltja minden x  K-ban:

S i e NOO oz
Y (.,l‘) = g
dy

(z.y(z))
Egzakt egyenlet egzisztencia- és unicitastétele

Tétel. Legyenek P és Q az U  R? nyilt halmazon értelmezett folytonos valds fiiggvények, Q sehol se nulla,
grad F = (P,Q) valamely F: U — R folytonosan differenciélhato fiiggvénnyel €s (x,,y,) U. Ekkor

1)az

(ex) y'=-P/Q
egyenletnek egyértelm?en I€tezik az y, = y(x,) kezdeti feltételt kielégit? y lokélis megolddsa €s
2) az

(impl) F(x,y) = Fxy,y,)

Definicio 2
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egyenlet (x,,y,)-on dthalad6 egyetlen lokalis implicit fliggvénye az (ex) egyenlet y(x,) = y, kezdeti feltételt
kielégit? egyetlen lokalis megoldasa.

Biz. 1) Egzisztencia. Belatjuk, hogy (impl) egyetlen (x,,y,)-on dthalad6 implicit fliggvénye megolddsa az (ex)
egyenletnek.

IF

a = QI:IEH yI:I]I ?é 0

I:.I:D.‘y'ﬂ\.l

igy az implicitfiiggvény-tétel szerint, egyértelm?en létezik F-nek y=y(x) implicit fiiggvénye az adott pont egy
kornyezetében és ennek derivéltja az értelmezési tartomdnyanak minden pontjdban:

OF
) — Dz YD) P y)
oF Q@)
(z,y(x)
Y

tehat y az (ex) differencidlegyenletnek is megolddsa, és ez kielégiti a kezdeti feltételt.

Unicitas. Tegyliik fel, hogy 1étezik megoldésa a kezdeti érték feladatnak. Legyen egy tetsz?leges megolddsa
v, azaz

V) - @)
Qz,y(x))

Ez az egyenlet a grad F = (P,Q) miatt el?4ll

dF oF
dy

—y' =0
alakban. Most belétjuk, hogy y (impl)-nek implicit megoldasa. Az 6sszetett fiiggvény differencidlasi szabdlya
miatt (d(F2 G)(x,y)=dF(G(x,y)) @ dG(x,y) ) az el?z? egyenlet a kovetkez? formdban is irhaté:
x' IF oF
(F(a, @) = lgrad Flien] | 0| = S+ 5y = 0
y y(z) G =lz)) Ay ylz)

x értékei egy intervallumbdl keriilnek ki, ezért az integrdlszdmitds alaptétele szerint az x —+ F(x,y(x)) egy
konstans fiiggvény. De a feltétel szerint y(x,) = y, teljesiil, ezért x +— y(x) egy (x,,y,)-on athalad6 implicit
fiiggvénye az F(x,y)=F(x,,y,) egyenletnek. Ez az utbbi azonban egyértelm?en van meghatdrozva, ezért a
kezdeti érték feladat minden megoldésa egybeesik ezzel az implicit fiiggvénnyel, azaz a megoldés
egyértelm?.

2) Az implicitfiiggvény tételében adott egyetlen implicit fliggvény az 1) egzisztencia része miatt megoldésa
(ex)-nek és 1) unicitds része miatt ez az egyetlen megolddsa (ex)-nek.

Az egzaktsag jellemzése

Megjegyzés. Az egzakt differencidlegyenletet még

Egzakt egyenlet egzisztencia- és unicitastétele 3
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P(z,y)+ Q(z,y)y = 0y Plz,y)dz+ Q(z,y)dy =0
alakban is szokas irni.

Ez ut6ébbi egyenletr?l azt is mondjak, hogy akkor egzakt, ha a P(x,y)dx + Q(x,y)dy kifejezés
"http://wiki.math.bme.huteljes differencial "http://wiki.math.bme.hu, amin azt értik, hogy létezik olyan F(x,y)
fliggvény, melynek teljes differencidlja:

dF(z,y) = P(z,y) dz + Q(z,y)dy

Ezt a mai jelolésekkel a kovetkez?képpen irjuk. Egy F kétvaltozds fiiggvény teljes differencidlja egy linearis
leképezés, mely a sztenderd {(1,0),(0,1)} bazisban felirt koordinatdival nem mads, mit a parcialis
derivaltjainak sormaétrixa:

. _ oF OF
4P )] - grad Pz ) — | |

oz’ Oy
Emiatt a (C) feltétel a kovetkez? alakban is irhato:
[dF] = [P, Q] y, grad F = [P, Q)]

Tehat az egzakt egyenletben a (P,Q) vektormez? (vektorérték? fiiggvény) potencialos. Innen hasznos
jellemzést kapunk az egzaktsigra a vektoranalizisbeli ismereteinkb?l.

Tétel. Legyen U egyszeresen Osszefiigg? nyilt halmaz, P,Q: U — R folytonosan differencidlhaté
fiiggvények (Q sehol sem nulla). A Pdx + Qdy = 0 egyenlet pontosan akkor egzakt, ha

oOP  0Q
dy  ox
Az F fiiggvényt, az Pdx + Qdy = 0 egyenlet integraljanak nevezziik.

Ezt a tételt j6l ismerjiik és a bizonyitasat a vektoranalizisben vettiik.

Megjegyzés. 1) A feltétel nem mas, mint az, hogy a (P,Q) sikbeli vektormez? rotacija azonosan nulla.
Ugyanis a rotacio a sikbeli (P,Q) vektormez? esetén:

80  apP

rot (P, Q) = o a—y

2) Bar a szeparabilis egyenlet egzakt, a fenti feltétel az egzaktsag ellen?rzésére sokkal szigortibb mint a
szeparabilis egyenlet megoldhatésaganak feltétele.

Linearis differencialegyenletek

Inhomogén linearis egyenlet megoldasai

Tétel. Ha V, W tetsz?leges linedris tér, A Lin(V,W) linedris operator, b W. Ha X, Vmegolddsaaz Ax =
b inhomogén egyenletnek, akkor az

Az egzaktsag jellemzése 4
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Ax=1>
Osszes megoldasainak halmaza:

M={z+z5€V|zeKer(A)}
Bizonyitds. 1) Hax Ker(A), akkor Ax = 0. Ekkor

Alz+z9) =Az+ Azg=0+b=0>
azaz ekkor x+x, M.
2) Ha

A(z+20) =b ¢ Azg = b
akkor

Ar=Alz+xg—20) =Alz+20) —Azg=b—b=0
tehat x Ker(A). QED.
Megjegyzés. Tudjuk tehat akdrmilyen linedris térben az inhomogén egyenlet 6sszes megoldasat, ha ismert
egy megoldasa. Ha tehat Ax=Db linedris differencidlegyenlet, akkor a tétel azt a szlogent fejezi ki, hogy

inhomogén linedris differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa egyenl? a homogén egyenlet dltaldnos
megolddsa plusz az inhomogén egyenlet egy partikuldris megolddsa.

Els?rend? inh. lin. diff. egyenlet és az allandé varialasa

Allitas. Ha f: 1 — R folytonos fiiggvény akkor az

Ay=y'+f-y (yeC(I)
linedris operdtor a Lin(C'(I),C(I)) téren.

Bizonyitds.

AO@«+#@):(Ayy+#yﬂ“+f-9y1+ﬂyﬂ::
= Ay 4 pys + Ay pf oy = AA() + e Aly)

Kovetkezmény. A fenti jelolésekkel, tetsz?leges g folytonos fiiggvényre, ha y, a
' : 1/ 7\
y+f-y+tg=0 (?=yeC(I))
differencidlegyenlet egy megolddsa, akkor az egyenlet dltaldnos megoldésa egyenl? a

y+f-y=0 (7 =y e CY(I))

homogén egyenlet dltalainos megolddsa plusz y,,.

Inhomogén linearis egyenlet megoldasai
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Példa. Oldjuk meg az

’

Yy + % = 5111(1?2)
egyenletet! A partikuldris megoldést keressiik az dlland6k varidldsa modszerével!
Masodrend?, all. ehés hom. egyenlet
Tétel. Haa,b R, akkor az
Ay=y"+ay' +by (yeC¥(I))
C2(I) — C(I) linedris operator magja kétdimenzids.

Megoldds. A bizonyités két részb?l fog allni. El1?szor is Laplace-transzformdcidval beldtjuk, hogy ha dim
Ker(A) legalabb kett?, akkor legfeljebb 2. Masodszor pedig mutatunk 2 linedrisan fiiggetlen megoldast.

Bizonyitas nélkiil elfogadjuk azt a tényt, hogy ha ezen egyenlet esetén egy adott pontban kezdeti értéket
adunk az y-nak és az y'-nek akkor a megoldds (ha van) egyértelm?. Szemléletes képpel, ez azt jelenti, hogy
ha a kezd?f4zist és a sebességet megadjuk, akkor azzal a teljes hullimformét megkapjuk.

I. Legyen y, €s y, két linedrisan fliggetlen megoldsa az

Ay=0

egyenletnek és legyeny  Ker(A) tetsz?leges. Rogzitsiink egy x, I helyet, melyen y(x,) = u és y'(x,) = v.
El? fogjuk éllitani ezt a partikuldris megold4st a két el?bbi megoldds linedris kombindcidjaként. Legyenek:
o , 21
Yi(Zo) = w1, Y =0
Y: 2, Y =702

azt kivanjuk elérni, hogy az

I/t1+ U,=1u
V1+ Vo=V

egyenletrendszernek legyen egyértelm? megolddsa ( , )-ra. Ez pontosan akkor van, ha a

Uy Ug

TAL Y
W3(z) = T

= U1Vy — U

determindns (azaz az egyenletrendszer x,-beli Wronsky-determindnsa) nem nulla. Hiszen ekkor a megoldds
egyértelm?sége miatt (azaz, hogy u és v egyértelm?en meghatdrozza y-t) azt kapjuk, hogy ( , )
"http://wiki.math.bme.huglobdlis konstansok is"http://wiki.math.bme.hu, azaz y, + y,=y.

Az egyenlet Laplace-transzformaltja:

%Y — sug — vg + a(sY —ug) +bY =0
(s +as+b)—suy —vy —au; =0 /- vy

Els?rend? inh. lin. diff. egyenlet és az alland6 varialasa
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Ya(s? + as + b) — suy — vg — auy =0 /v

(52 + as + b))V, Y, = v,Y,) + (s + a)(uyv, — uv,) =0
Ennek az egyenletnek minden s-re fenn kell éllnia, ezért ha u,v, — u,v, = 0 lenne, akkor v,Y, — v, ¥, =0 is
lenne (minden s-re), azaz Y, €s Y, linedrisan kifejezhet?k lennének egymdssal, ami ellentmondana a rajuk tett
kezdeti feltevésnek.
II. A megoldéskeresési feladatot kicsit b?vebb korben, a valds véltozés, komplex érték? kétszer folytonosan
R-differencidlhaté fiiggvények korében oldjuk meg. Tehét ekkor A a C*(I,C) térb?1 a C(I,C) térbe hat. Ezek

kozott fogunk valés megoldés keresni. A differencidloperdtornak sajatfiiggvénye az exponencidlis fliggvény,
igy tetsz?leges C

yz)=eeC  (zeR)
probafiiggvény behelyettesitésével kapjuk:

A +ad+b=0
Tehat a megoldasok:

l.ha | # ,val6sak, akkor

{6,\11“ e/\gz}
bazis, mert linedrisan fiiggetlenek és éppen ezért 1. miatt el?allitjdk Ker(A)-t:
Ker(A) = {C1eM* 4 Coe™* | €, Cy € R}
2.ha = ,valdsak, akkor keresniink kell mégegy az e *-t?] linedrisan fiiggetlen megolddst.
yo(x) = ze

v AT VAT
Vivlégos, hogy ez az, hiszen a Cre™ + Coxe™ =0 egyenletet e "vel leosztva, a polinom balodalu

1+ Chr =0 adédna, ami csak akkor lehet a nullapolinom, ha az eh6k mind nullak.
Ker(A) = {Cye™ + Cyze™ | €y, Cy € R}
3.ha = T inemvalds, akkor
fi(z) = 2@+, folx) = @0
azaz
fi(z) = €™ (cos(B) + isin(3)), folz) = €**(cos(3) — isin(3))

megoldasok, melyek azonban komplexek. De ezeket 0sszeadva, illetve a kiilonbségiiket i-vel beszorozva mar
valés megoldasokat kapunk (ezek az el?bbi végzett m?veletek linedrisak voltak, {gy a fiiggvények megoldas
mivoltdn nem valtoztattak). Azaz:

Masodrend?, all. ehés hom. egyenlet 7
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y(x) = €™ cos(3), Yo(x) = €™ sin(3)
a tér pedig:
Ker(A) = {C1e™ cos(3) + Coe™ sin(3) | C1,Cy € R}

bazis, mert linedrisan fiiggetlenek és éppen ezért 1. miatt el?allitjak Ker(A)-t.

A derivalttenzor invariansai

Tudjuk, hogy ha v differencialhat6 vektorfliggvény, akkor az r;, pontbeli differencidljan, vagy derivaltjan,
vagy derivalttenzoran azt az egyértelm?en 1étez? A linearis leképezést értjiik, melyre:

lim vir) —v(rg) — A(r — ry)

=0
r—T0 ‘I‘ - I'.:,|

Minthogy az A derivalttenzor maga is tenzor, ezért érdemes kiilon elnevezni az invariansait (h tetsz?leges
vektora a térnek):

1
Ah=A.h+ -rot(v)] xh
2 o
azaz A vektorinvariansdnak dupldja a rotacié. A divergencia a skaldrinvaridns:

div(v) = Sp(A)

Vilagos, hogy ebb?l tigy lesznek a parcidlis derivaltakkal definialt alakok, ha az A sztenderd bazisbeli

matrixat, azaz a J Jacobi matrixot irjuk fel. Ekkor mindkét emlitett differencidloperatort a szokasos alakjaban

kapjuk:

vy Ay Huq
Jx ay dz
J =

Hva  Auve  Hua

Jx oy dz
dvs  duvs  Hdus
Jx Sy Az

Megjegyzés. A f2tengelytételb?l kovetkezik, hogy hogyan jellemezhet? az az eset, amikor az A derivaltenzor

f7tengelyre transzformdalhaté. Ez pontosan akkor van, amikor rot(v)=0.

Potencial

A tovabbiakban feltessziik, hogy a v vektorfiiggvény folytonosan differencialhato.

Azt mondjuk, hogy a v vektorfiiggvény potencialos, ha van olyan u skalarfiiggvény, mely differencialhat6 és

gradu = v
A v vektorfiiggvény cirkulacidja a egyszer? zart gorbén a

A derivalttenzor invariansai
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f[ vdr
r
vonalintegral.
Jellemzés
A potencidlossdg rendkiviil szoros kapcsolatban van a cirkuldciéval és a rotacidval:

Tétel. Ha v folyt. diff. vektormez? az A egyszeresen Osszefiigg? tartomanyon. Ekkor az alabbi harom
kijelentés egymadssal egyenérték? (v folyt. diff. vektormez?):

1. v potencidlos,
2. v rot4ci6ja minden pontban nulla,
3. v cirkul4ciéja minden zart gorbére nulla (més kifejezéssel: v konzetvativ).

Bizonyitas.

1. --> 2. Tegyiik fel, hogy grad u = v, igy rot v = rot grad u. Ekkor formaélisan hivatkozhatunk példaul a
vektoridlis szorzds azon szabdlydra, hogy parhuzamos vektorok vektoridlis szorzata 0, hisz

rot(gradu) = V x Vu

De itt végiil is a Young-tételr?] van sz6. Komponensenként kiirva:

P 5k
z X z‘ll- = 81 C)2 d& U = i(iﬂza;u — C)L;azll) -+ ...
9 9 O

kétszer folytonsan differencidlhaté u Hesse-métrixa szimmertikus, azaz a vegyes masodrend? parcidlis
derivéltak egyenl?k, azaz a fenti dsszeg 0.

2. --> 3. Itt a Stokes-tételre kell hivatkoznunk:

i

j!zvdrz frotvclf

aF F

egyszeresen Osszefiigg? tartomédnyban haladé = JF gorbére és tetsz?leges olyan F feliiletre, melynek ? a
pereme. De rot v mindenhol 0. igy a jobb oldal 0, azaz cirkul4ci? is.

3. --> 1. Belatjuk, hogy van potencidl. Legyen a rogzitett pont és b tetsz?legesen valasztott. Legyen | és ,
két tetsz?leges gorbe, mely a-bol b-be megy. Ekkor az egyszeres Osszefiigg?ség miatt a , -t visszfelé
irdnyitva:

=T (-T5)
az a zart gorbe, mely az a-bol megy a | mentén a b-be €s a b-b?l megy a , mentén, de ellenkez?leg

irdnyitva az a-ba. De v minden korintegralj elt?nik, igy

Potencial
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Ozjévdr:/vdrqt/vdr:/vdr—/vdr
r T ry s

—I's
azaz
/vdr = /vdr
Iy T's
Tehat az
.
u(x) = / vdr
(v) a

skalarfiiggvény filiggetlen az uttdl és a fels? hatar szerinti gradiense ugyanigy az integrandus, mint az
egyvaltozos valos fliggvények esetén. QED.

Gradiensre vonatkozé integraltétel

Az el?bb emlitett, az integralfiiggvény derivalhat6saganak tételének megvan a pdrja is. Ez az els?
gradienstétel, mely végiil is nem mads, mint a Newton--Leibniz-formula tobbdimenzids dltaldnositasai koziil a
legels? verzio:

Tétel.

b

u(b) —ula) = / grad(u) dr

(I a
(ha u folyt. diff. és egysz. 6f. tartomanyon ért.)

A tétel beleillik a "http://wiki.math.bme.hunagy integralatalakité tételek"http://wiki.math.bme.hu sordba
(Stokes-tétel, Gauss--Osztrogradszkij-tétel és most az I. gradienstétel), melyek alapszlogenje, hogy
"http://wiki.math.bme.huintegral a peremen = a derivalt integralja beliil "http://wiki.math.bme.hu, persze itt a
perem az {a,b} véges halmaz, a derivalt a gradiens, a "http://wiki.math.bme.hubeliil"http://wiki.math.bme.hu
pediga gorbe. (S.-t-nél feliilet a bels?, a hatdran futé zart gorbe a perem és rot a derivalt, G--O-t nél térrész
a bels?, az 7t hatdrol6 zart feliilet a perem és div a derivalt).

Potencialkeresés. 1) Pancsoldsos mddszer és varidnsai (alkalmazéasok: egzakt differencidlegyenlet

megoldasa, harmonikus tars keresése) 2) integralds €s az I. grad. tétel alkalmazédsa 3) invaridns alakban adott
feldatokndl primitivfiiggvény keresés.

Hossz n-edik derivaltja

Ez utébbi megolddshoz tudnunk kell, hogy a hossz n-edik derivaltja mi. Ezt a tobbvaltozés fiiggvények
analizisében az Osszetett fiiggvény derivalasandl tanultuk: ha r nem nulla, akkor

Jellemzés 10
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L T

7]

n—

grad|r|” = n|r|

mert a kiils? fiiggvény: t — t" , a bels? pedig r— |I‘| . Az utébbi derivdltja koordindtds alakban:

2r 1 2-Tm

.....

rad \/22 + 23 + ... + Th =
g .'V 1 2 (21.‘...-"1,% —|—.'1T% _|_ +_T%1

tehat a fiiggvénykompozicié derivalasara vonatkozé tétel szerint:

grad(f(®(r))) = f(P(r)) - gradP(r) = T1|I'|H_L%

Feliileti integral, Gauss-tétel

Definicié. Legyen V vektormez?, mel R egy nyilt D tartomdnydan értelmezett. Legyen

r: 17— D, ['u!'i':' = I‘I:ti-, ¥} folytonosan differencilhaté fiiggvény, melynek értelmezési
tartomanya a 7 mérhet? siktartomany. Ekkor a vektorfiiggvény integraljat és 1étezését a feliilet mentén a
kovetkez? limesszel definidljuk:

EI/vchzL — ) v(m)AF; — LeR
i—1 n — >0
I‘iEF

Ran(r)

Itt tehdt 7-t egymaésba nem nyuld, mérhet? I, siktartomanyokra bontjuk fel, amelyek armér?je egyre csokken.
Az integrél 1étezésére és értékére az aldbbi egyszer? kritériumot és tartomdnyi integralt frhatjuk fol. Legyen

r: 1T —D, ['u!'i':' = I‘I:ti-, v) folytonosan differencidlhaté fiiggvény, melynek értelmezési

tartomdnya a 7 mérhet? siktartomany. Ekkor az I‘Iit&, v) derivaltjai 1éteznek, a feliileti integral 1étezik és
felirhat6
or(u,v)  or(u,v
vdF = [ v(r(u,v))- [r V) X I: 1 jld-u dv
Ju v
'.L.- I.rl.."

Ha a skalaris szorzat invarians értelmezését vessziik, akkor a fenti formulat még a kdvetkez?képpen is
felirhatjuk:

/Vdf= f‘l‘J_ |df|
G G

n
1 1 =V - —
ahol |I'1| , azaz a feliileti integral egyenl? a vektormez?nek a feliileti érint?sik normalisa
irdnydba es? el?jeles komponense ugyanazon feliiletre vonatkozdé felszin szerinti integraljaval.

Hossz n-edik derivéltja 11
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Megjegyzend?, hogy a képletben szerepl? vegyes szorzat értéke 3 X 3_a5 determindnsként szamithaté ki a
komponenseib?l:

[VI{I‘(H, L”]
V(r[-u!.rj 31‘(31; v QTS; vl _ [51';1-1')}

ariw.v)
S

Tétel -- Gauss -Osztrogradszkij -- Legyen V . D — R folytonosan differencidlhaté vektormez?,

D < R tartomany és legyen V a D-ben 1év? mérhet? térrész, melynek pereme az oV =F cD zart
feliilet a térrészb?1 kifelé mutat6 irdnyitassal. Ekkor

j£ vdF — /diwdi-’

av v

A tétel fontos alkalmazdsa a gobmbszimmetrikus vektormez?k feliileti integrdljanak kiszdmitdsa, ezek koziil is
a legfontosabb a reciproknégyzetes er?sség? vektormez?k.

A ponttoltés keltette elektromos mez? divergenciaja, fluxusa

Szamitsuk ki a

r

VR

vektormez? integréljat a tetsz?leges  zart feliiletre, mely az origdt belsejében tartalmazé V kompakt
tartomany pereme, kifelé irdnyitva!

El?szor kiszamitjuk a vektoremz? divergencidjat ott, ahol értelmezve van:

a T

divv =div (rr| *) = 3[c| * + r(=3)[r| 5 =0

[r]
Itt felhasznéltuk a divergencidra vontkozé szorzdsi szabdlyt.

Az integrdl el?4llithaté egy a v értelmezési tartomdnydba es? tartomdny peremére €és egy masik feliiletre
vonatkoz¢ feliileti integrdlként. Legyen ugyanis G az origdé kozéppontu olyan R sugard gomb, mely benne
van V belsejében és D az a tartomany pedig legyen V minusz G. Ekkor

/ Vdf=/ vdf—l—f v df
&0 SV —8G

azaz

Fellleti integral, Gauss-tétel 12
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/ vclf=f Vdf—|—/ vdf=/dix'[v}d\"—|—/ vdf=/ vdf
av ap Glel D Glel Glel

Tehat csak G hatarara kell kiszamitani a vektormez? fluxusat. Ezt az invarians formulaval tessziik:

1 1
vdf = [ —|df| = —; [ |df| =4«
Jurar= Jom g ], o

(Imént Iényegében az elektrosztatikus Gauss-tortvény allitasat vezettiik le a Coulomb-torvényb?1)

Vonalintegral, Stokes-tétel

Legyen WV vektormez?, mely R" egy nyilt D tartomdnydan értelmezett. Legyen

[ [a-* b] —+ D y b I‘I:f-:l folytonosan differencidlhat6 fiiggvény. Ekkor a vektormez? integraljat és
1étezését a gorbe mentén a kovetkez? limesszel definidljuk:
n
EI/vdr =L — Z v(r;)(ri—r; 1) —) L e
T i=1 n — o0
r;c I’
|I‘5 — 1";.;_1| — 0
r; = r(t;)

(t;)i=1..n SZig. mon. nov.

Az integral l1étezésére és értékére az alabbi egy egyszer? kritériumot és egydimenzids integralt irhatjuk fol.
Gty te] = D, trrx(t)
t)

Legyen legfeljebb véges sok pontban nem folytonosan differencidlhaté

fiiggvény. Ekkor az r(

£a
fvdr — fv(r(tj} .r(t)dt
[ tq

Ha a skaldris szorzat invaridns értelmezését vessziik, akkor a fenti formulat még a kovetkez?képpen is
felirhatjuk:

2]
/le‘ = /v”(r{f)) |e(t) | dt = /'L-‘” |dr|
e ty

&

derivéltja véges sok pont kivételével 1étezik, a vonalintegrdl 1étezik és felirhat6

i‘” =v- -t

ahol , azaz a vektormez?nek a gorbe érint?je irdnydba es? el?jeles vetiilete.

3 . L 3
Tétel -- Stokes-tétel -- L%yen v:D =+ R folytonosan differencidlhat6 vektormez?, DCR
tartomany és legyen = irdnyitott, peremes feliilet, ennek pereme OF" . Exkor

f\rdr = /mtvdF
ar F

A ponttdltés keltette elektromos mez? divergencigja, fluxusa 13
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Megjegyezziik, hogy a perem irdnyitdsa kompatibilis kell hogy legyen a feliilet irdnyitdsaval, ellenkez?
esetben az integrdl a fenti ellentettje lesz. Kompatibilis a feliilet és a pereme irdnyitasa, ha
"http://wiki.math.bme.hua feliileti normalvektor irdny a fejiink irdnya, a ldbunk a feliileten van, a peremen
haladunk végig és a feliilet bal kéz fel?1 esik (jobbkézszabaly)"http://wiki.math.bme.hu.

Végtelen hosszii egyenes vezet? keltette magneses mez? rotacioja és cirkulacigja
A tétel alkalmazésara a kovetkez? hengerszimmetrikus esetet nézziik.
Legyen

kxr

Vo kx1?

a vektormez? és a feliilet az [xy] sik egy olyan fetsz?leges T mérhet? tartomdnya, mely a belsejében
tartalmazza az origét és a pereme a G zart gorbe. Igazoljuk ekkor, hogy G-re az integral 2 .

El?szor kiszamitjuk a vektormez? rotaciéjat. Ehhez felhasznaljuk a roticiéra vonatkozokovetkez?
azonossagot:

rot (bu) = rot(u) - ¢ + grad® x u
rotv —rot(k xr)- [k xr|?+ (kxr)x grad(|k x r| >

A rotéci6 a derivélttenzor vektorinvaridnsinak kétszerese, mivel linedris leképezés derivaltja sajat maga,
ezért a képletbeli rotacio 2k. A képletbeli gradiens alatti skalarmez? a tengelyt?l mért tavolsagt?l fiigg, ezért:

(kxr)xk

rotv =2klk xr[? + (kxr) x (=2)|k x| *. x|

=0

Most felbontjuk a T tartoményt egy D lyukas tartomanyra és egy korlapra. A K korlap sugara legyen olyan
R, mely esetén a korlap a T belsejében van benne. Ekkor

/vdr—fvdr / vdr

a1 —aK
Tehat
/Vdr—/vdr /Vdr —/rut{v ) df + f\fdr —f\fdr
a7 K A SR

Innen a vonalintegral invaridns értelmezése folytan:

1 1
fvclr = / §|dr| = EQTL_R =27
oK oK

Vonalintegral, Stokes-tétel 14
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(Itt 1ényegében a végtelen hosszi egyenes vezet? koriili gorbén a magneses indukcid korintegraljat
hataroztuk meg.)

CROSS és alkalmazasa és a Green-tétel

Definicié. A kett? vagy haromdimenziés térben CROSS a kovetkez? linearis ill. bilinedris leképezés:
L] IR} 2 — 3N a1
V= (v,1m) ER . akkor cross(v) = (—uvg, vy
;3 —
Ha VoW € R porcross(v, w) = v x w.

Leképezések invariansai

Az S linedris leképezés szimmetrikus, ha minden ortonormalt bazisban a matrixa szimmetrikus matrix. Igaz
az, hogy S pontosan akkor szimmetrikus, ha minden u, v vektorra

u: (Sv)=v* (Su),
ahol - a skalaris szorzas.

Az A linedris leképezésantiszimmetrikus, ha minden ortonormalt bazisban a matrixa antiszimmetrikus
matrix. Igaz az, hogy A pontosan akkor antiszimmetrikus, ha minden u, v vektorra

u: (Av)=-v* (Au),
ahol - a skalaris szorzas.

Béarmely T linedris leképezés egyértélm?en el?4ll S + A alakban, ahol S szimmetrikus, A pedig
antiszimmetrikus, éspedig:

1 1
T:;(_T+T1)+§(T—Tl)

Két fontos tétel:

Tétel - Ha A R3 (illetve R?) antiszimmetrikus, akkor Iétezik olyan a vektor (vagy a skaldr), hogy minden
v vektorra:

Av = a x v = cross(a, v) (vagy Av = a - cross(v))

a-t (ill. a-t) az A vektorinvariansanak nevezziik (bar a sikon ez skalar). A tételt elég a sztenderd bazisban
igazolni, ott az ax( . ) opertatorral, azonos igy A ez az operdtor.

F?tengelyétel -- Ha S R™" szimmetrikus, akkor minden sajatértéke valos és 1étezik a sajatvektorokbdl allé
B ortonormalt bazis, amiben S f?tengelyre transzformalhatd, azaz diagondlis €s az elemei az S sajatértékei:

(/\1 0 0\
[S]{v1 ..... vl 0 0
\o o )

Végtelen hosszu egyenes vezet? keltette magneses mez? rotacidja és cirkulacioja 15
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Ez nehéz, de fontos tétel.
A derivalttenzor invariansai

Tudjuk, hogy ha v differencidlhaté vektorfiiggvény, akkor az r,, pontbeli differencialjan, vagy derivaltjan,
vagy derivalttenzordn azt az egyértelm?en 1étez? A linedris leképezést értjiik, melyre:

lim v(r) — v(rg) — A(r —rg)

r—T0 ‘I‘ - I'.:,|

=0

Minthogy az A derivélttenzor linedris leképezés, ezért érdemes kiilon elnevezni az invaridnsait (h tetsz?leges
vektora a térnek):

Ah=A.h+ %rut[v} X h

ro

azaz A vektorinvaridnsdnak dupldja a rotacio.A a derivilt leképezés szimmetrikus része. A divergencia a
skaldrinvarians:

div(v) = Tr(A)

Vilagos, hogy ebb?l gy lesznek a parcidlis derivaltakkal definialt alakok, ha az A sztenderd bazisbeli
matrixat, azaz a J Jacobi métrixot irjuk fel. Ekkor mindkét emlitett differencidloperatort a szokdsos alakjaban

kapjuk:
vy du du
dx Sy dz
F=

dug  fug Hug

dz 3y dz
dus  dvs  dus
dz 3y dz

Integralok kiszamitasi formulai

Felszin szerinti intergdlok:

f{,-:z|df| = f w(r(t))|cross(r(t))|dt

Sikban: #' t=ty
[eldr= [ ettt ru o) ldudy
Térben: ¥ (ww)eT

Feliiletmenti intergdlok:

f-L-'cff= f v(r(t))cross(r(t))dt

Sikban: ¥

Leképezések invariansai 16
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/-t'df = / v(r(u,v))cross(ry(u, v), r,(u,v))dudv
Térben: (u,v)eT

Sikban a feliileti és felszin integrél kifejezhet? az {vhossz és a vonalintegréllal, a kovetkez?képpen. Mivel
lcross(a)| = |al

, ezért
to to
[elari= [ etr@)eossti@yiar= [ r@liwla = [ olar
I t=t1 t=t1 L ,
ahol L és F paraméterezése b T[f) ugyanaz.

Feliileti integral esetén, ha F egy T tartomany peremdarabja, akkor

/-L-'df = fcross(t-‘]ldr
I3 2

ugyanis felhasznalva, hogy cross(dx,dy)=(-dy,dx) és cross(v,,v,)=(-v,,v,)

[-L-'df = [-L-'Ll{—dyj-l—-ugdm = f-t'gdw—-t'Ldy = f—[—t‘gd;r—i—tfldy} = —/—-t'gd:ﬂ—l—mdg
e

F F F a
=/_-1-Ed;1r-|--uldy= fcross(t']ldr

—F —F

Itt -F, mint vonal a T tartomdny peremének egy darabja, amint pozitivan van irdnyitva (ha tudjuk, hogy F
kifelé irdnyitott)

Green-tétel

Legyen a (P,Q) sikbeli vektormez? egy U nyilt halmazon folytonosan differencidlhat6 és legyen T az U egy
kompakt mérhet? része, T a peremét alkoté gorbe. Ekkor

50 P
f Pdz +Qdy = [ 5=~ S-dudy
ar T y

Ezt a tételt egy spéci T haromszoglapra bizonyitjuk. Legyen
TZ{{T,H]|DE.’1£1, ﬂ{_:y":_':l—.'lf}

Az igy definidlt T az x tengelyre vonatkozéan normaltartomény. A bizonyitdsban sziikség lesz arra, hogy T-t
y tengelyre vonatkozé norméltartomanyként is megadjuk:

T:={(r,y)|0<y<1l, 0<x<1l-y}

Hatéra:

Integralok kiszamitasi formulai 17
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J1 = [(0,0),(1,0)] U[(1,0), (0, 1)]U[(0,1),(0,0)]

A vonaldarabok paraméterezése legyen rendre: (t,0), hat [0,1], (t,1-t), hat [0,1] (ennek az irdnyitdsét majd
meg kell forditani) és (0,t), t [0,1] (ennek is meg kell forditani). Ekkor

ngafa—l—Qdy—/Pt 0)dt — fP(r 1 —1) Q{r,l_ﬂdt_fg(o,ﬂdtz
i}

aT
1

1 1
- [P(t, 0)—P(t, l—tjdf+f@|[l—t,f)—Q[D,t]dt - /P(:ﬂ, 0)—P(z, l—:r]d;r—|—f 01
0 ] ]

(]

Itt végeztiink egy paramétercserét.

Ezutan pedig felhasznéljuk, hogy a két integrdl ugyanarra a tartomanyra vett kett?sintegral:

oQ . or /EJQ ap
J Or ) 8y

—dxdy

A tétel érvényes minden n-szeresen 0sszefiigg? tartomanyra is (az n-/ db lyukat tartalmazé kilyukasztott
korlappal homeomorf tartomédnyokra), mert egyfel?l valtozatlan marad, ha gérbevonald haromszogre tériink
at (integraltranszformacidval), masfel?l minden n-szeresen Osszefiigg? tartomdany felbonthat6 véges sok
gorbevonald haromszogre, ahol az integralok 6sszegében a bels? szakaszok elt?nnek és a tétel szintén
érvényben marad.

A Green-tétel a (haromdimenziés) Stokes-tétel specidlis esete, hiszen a (P,Q,0) vektormez? roticidja pont
(O,O,BXQ—ByP). A Green-tételb?] levezethet? a kétdimenzids Gauss-tétel, a kovetkez?képpen. Legyen T a
sikbeli peremes tartomdny és dT a pereme mint pozitivan irdnyitott zart gorbe (ill. véges sok gorbe diszjunkt
unidja, ha n-szeresen 6sszefiigg?, n>1). Ekkor a Q:=P, P:=-Q szereposztassal felirva a Green-tételt:

aP 00
7( QdI+de_/ O 3;
J O

aT

Itt a baloldali integrandus a (P,Q) vektormez? cross-ja, ami viszont a dT-re, mint valddi feliiletre vett integral
ellenkez?je:

@P a0
o 3

J{ _Qdz + Pdy = f cross(P, Q)dr — jL (P,Q)df

aT a1 —ar

ahol persze BXP+8yQ:diV(P,Q) és a -dT valddi feliilet a tartomdnybdl kifelé van irdnyitva.

Green-tétel 18
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